L)

UNIUERSIDAD auToONOMA
DE aguascallienNTes

CENTRO DE CIENCIAS BASICAS
DEPARTAMENTO DE ESTADISTICA

TESIS

MODELACION ESTOCASTICA DE FENOMENOS DE
DEGRADACION Y SU IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL

PRESENTA

Pedro Abraham Montoya Calzada

PARA OBTENER EL GRADO DE
MAESTRO EN CIENCIAS CON OPCION A LA COMPUTACION
TUTORES

Dr. Rogelio Salinas Gutiérrez

Dra. Silvia Rodriguez Narciso
COMITE TUTORAL

Dr. Netzahualcoyotl Castaneda Leyva

Aguascalientes, Ags. Junio de 2026



Autorizaciones

D

UnNIUERSIDAD auTONOMA
De aguascallienTes

MTRO. GUILLERMO DOMINGUEZ AGUILAR
DECANO DEL CENTRO DE CIENCIAS BASICAS
PRESENTE

Por medio del presente como CODIRECTOR designado del estudiante PEDRO ABRAHAM MONTOYA
CALZADA con ID 254890 quien realizé la tesis titulada: MODELACION ESTOCASTICA DE FENOMENOS DE
DEGRADACION Y SU IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL, un trabajo propio, innovador, relevante e
inédito y con fundamento en la fraccion IX del Articulo 43 del Reglamento General de Posgrados, doy mi
consentimiento de que la version final del documento ha sido revisada y las correcciones se han
incorporado apropiadamente, por lo que me permito emitir el VOTO APROBATORIO, para que &/ pueda
continuar con el procedimiento administrativo para la obtencion del grado.

Pongo lo anterior a su digna consideracion y sin otro particular por el momento, me permito enviarle un
cordial saludo.

ATENTAMENTE
“Se Lumen Proferre”
Aguascalientes, Ags., a 15 de junio de 2026.

Dr. Rogelio Salinas Gutiérrez
Codirector de tesis

c.c.p.- Interesado
c.c.p.- Coordinacion del Programa de Posgrado

Elaborado por: Depto. Apoyo al Posgrado. Cdigo: DO-SEE-FO-07
Revisado por: Depto. Control Escolar/Depto. Gestion Integral. Actualizacion: 02
Aprobado por: Depto. Control Escolar/ Depto. Apoyo al Pasgrado. Emisién: 13/08/25



D

uniUERSIDAD auTonoma
DE aGuascallenTes

MTRO. GUILLERMO DOMINGUEZ AGUILAR
DECANO DEL CENTRO DE CIENCIAS BASICAS
PRESENTE

Por medio del presente como CODIRECTORA designada del estudiante PEDRO ABRAHAM MONTOYA
CALZADA con 1D 254890 quien realizé [a tesis titulada: MODELACION ESTOCASTICA DE FENOMENOS DE
DEGRADACION Y SU IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL, un trabajo propio, innovador, relevante e
inédito y con fundamento en la fraccion IX del Articulo 43 del Reglamento General de Posgrados, doy mi
consentimiento de que la version final del documento ha sido revisada y las correcciones se han
incorporado apropiadamente, por lo qgue me permito emitir el VOTO APROBATORIO, para que é/ pueda
continuar con el procedimiento administrativo para la obtencién del grado.

Pongo lo anterior a su digna consideracion y sin otro particular por el momento, me permito enviarle un
cordial saludo.

ATENTAMENTE
“Se Lumen Proferre”
Aguascalientes, Ags., a 15 de junia de 2026.

Dra. Silvia Rodriguez Nar
Codirectora de tesis

c.c.p.- Interesado
c.c.p.- Coordinacion del Programa de Posgrado

Elaborado por: Depto. Apoyo al Posgrado. Codigo: DO-SEE-FO-07
Revisado por: Depto. Control Escolar/Depto. Gestidn Integral. Actualizacidn: 02
Aprabado por: Depto. Control Escolar/ Depto. Apoyo al Posgrado. Emisign: 13/08/25



2

UNIUERSIDAD auTonoOMma
DE aGuasCauenTes

MTRO. GUILLERMO DOMINGUEZ AGUILAR
DECANO DEL CENTRO DE CIENCIAS BASICAS
PRESENTE

Por medio del presente como ASESOR designadao del estudiante PEDRO ABRAHAM MONTOYA CALZADA
con ID 254890 quien realizo lo tesis titulada: MODELACION ESTOCASTICA DE FENOMENOS DE
DEGRADACION Y SU IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL, un trabajo propio, innovador, relevante e
inédito y con fundamento en la fraccion IX del Articulo 43 del Reglamento General de Posgrados, doy mi
consentimiento de que la version final del documento ha sido revisada y las correcciones se han
incorporado apropiadamente, por lo que me permito emitir el VOTO APROBATORIO, para que é/ pueda
continuar con el procedimiento administrativo para la obtencion del grado.

Pongo lo anterior a su digna consideracion y sin otro particular por el momento, me permito enviarle un
cordial saludo.

ATENTAMENTE
“Se Lumen Proferre”

Aguascalientes, Ags., a 15 de jui 2026.

Dr. Netzahualcéyotl €astaneda Leyva

Asesor de tesis
c.c.p.- interesado
c.c.p.- Coordinacion del Programa de Posgrado
Elaborado por: Depto. Apoyo al Posgrado. Codigo: DO-SEE-FO-07
Revisado por: Depto. Control Escolar/Depto. Gestion Integral. Actualizacion: 02
Aprabado por: Depto. Control Escolar/ Depto. Apoyo al Posgrado. Emisién: 13/08/25



DICTAMEN DE LIBERACION ACADEMICA

PARA INICIAR LOS TRAMITES DEL EXAMEN DE G ,
MU STTONOMma ITES RADD ‘ POSGRADOS
DE DGUSCOLENTES uga
Fecha de dic 20/07/2026
NOMBRE: Pedro Abraham M Calzada ID_ 254830
LGAC [de!
PROGRAMA: Maestria en Ciencias con Opcidn a la C i posgrado)) Computacién - 1 ia Artificial
MODALIDAD DEL Tesis *Tesis por articulos () ) Trabajo )
PROYECTO DE GRADD:  Tradicional cientificos Prictico
MODELACION ESTOCASTICA DE FENGMENGS DE DEGRADACION ¥ SU IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL
Esta Investigacion contribuye al desarrollo de metodologias para el andlisis de fendmenos de

degradacion y la estimacicn de |a vida dtil de sistemas. Ademas, los métodos

IMPACTO SOCIAL (sefalar el impacto logrado): desarrollades fueron implementados en paguetes de software de libre acceso.

INDICAR SEGUN CORRESPONDA: 51, NO, NA (Wo Aplica)

Elementos para la revision acaddmica del trabajo de tesis o trabajo prictico:
53 et trabajo e las LGAE del de posgrade
S |La problematics fue sbordada desde un enfogque multidisciplinario
5 Existe coherencia, continuldad y orden légica del tema central con cada apartade
& Los del t dan respuesta o las de investigacidnoa la que aborda
L5 Lot resultades presantados en bajo son de gran relevancia cientifica, tecnclogica o profesional segin el drea
5 El trabajo demuestra mis de una aportacidn original al cor de su drea
NO Las aportaciones responden a los problernas prioritarios del pais
S Generd tra del i tocnolégica
ST cumgte con la ética para s investigacién [reporte de la herramienta antiplagio)
E ag do cumple con lo
S Cumple con lo sefatado por ¢l Reglamento General de Posgrados
s (Cumple con los requizitos sefalados en el plan de estudios (crédites curriculares, optatives, estancia, e}
St [Cuenta con los votos sprobatorios del comité tutosial
A [Cuenta con la carta de satisfaccidn del Usuario [En caso de que corresponda)
S Coincide con el titulo y objetiva
Sf Tiene €N cueTpos académicos
S7 Tiene ¢ CVU de la SECIHTI
MA. Tiene &l o los articulos aceptados o v cumple con los requisitas institucionales (en case de que proceda)
=En caso do Tosis por articulos cientificas p (conpiolanr Sok 5 fosis e pov aeticakas)
WA [Aceptacion o Publicacion de lor artigulos en revistas 25 de alto Impacto segin el ivel del programa
MA. E] {la) estudiante a4 el primer autor(a)
WA, ET (2] autor{a) ‘ez ol Director [a) del NGcleo Académico
A [En los articulos s6 ven reflejados los objatives de la tesis, ya que son producto de este trabajo de investigacion,
NA Los articulos Integran bos capitulos de | tesis y se presentan &n &l ldioma en que fusron
. caso de Tesis Patente
WA [Cuenta con Ia evidencia de sarmmmmwf;mm

50 X
Con base en estos eriterios, se autoriza continuar con los trdmites de titulacién y programacidn del examen de grado:
Noe
FIRMAS
Elabord:
*NOMBRE Y FIRMA, DEL(LA) CONSEJERO(A] SEGUN LA LGAC DE ADSCRIPCION:
L i oot de ke LGAC
NOMBRE ¥ FIRMA DEL COORDINADOR DE POSGRADD:
Revisg:
NOMBRE Y FIRMA DEL SECRETARIO DE CION ¥
Autorizd:
NOMBRE Y FIRMA DEL DECAND:
Nota: procede el trdmite para el Depto. de Apoye ol Posgrado
n curmplimiento con el At 24 fractida ¥ | e et i del o Académice: Progoner ceiosy . ta, agraccy dtuleckd

de estudisntes para asegwar 1 elicencia termina] y b Usulecion y el Art. 28 fraceidin (4, stender, asesorar  dar - gt

Codig: DO-SEE-FO-15
Actualizacitn: 02
Emisidn: 12/08/25%

Elaborado por; D. Apoye al Poug.
Revisado por: 0, Control Escoles /D, Gestidn de Calidad.
Agtobado por: 0. Control Evcolar D. Apoyo al Poug.



Agradecimientos

Agradezco a la Secretaria de Ciencia, Humanidades, Tecnologia e Innovacion (SECIH-

TI), por la beca otorgada para realizar mis estudios de maestria.

A la Universidad Autéonoma de Aguascalientes, en especial al Departamento de Esta-

distica, por el apoyo recibido durante este proceso.

Agradezco a mis tutores, el Dr. Rogelio Salinas Gutiérrez y la Dra. Silvia Rodriguez

Narciso, por su guia, paciencia y apoyo durante el desarrollo de esta tesis.

A mi asesor, el Dr. Nezahualcoyotl Castaneda Leyva, por sus comentarios y sugerencias

para mejorar este trabajo.

A mis profesores y companeros de la maestria, por las conversaciones, observaciones y

apoyo a lo largo de esta etapa.

Agradezco Dios, por permitirme concluir esta etapa, a mi esposa Lupita, por su amor,
paciencia y apoyo durante todo este proceso y a mi mama, por su apoyo constante y

por estar siempre presente.



Indice general

Autorizaciones
Indice de tablas
Indice de figuras
Acrénimos
Resumen
Abstract
Introduccién

1. Fundamentos tedricos de los procesos de degradacion
1.1. Modelos deregresion . . . . . . . . . . ... ..

1.2. Procesos estoCAStiCOS . . . . . . . . ..

2. Estado del arte
2.1. Una caracteristica de degradacion . . . . . . . . .. ... ... ... ..

2.2. Multiples caracteristicas de degradacion . . . . . . . . ... ... L.

3. Modelacion
3.1. Modelos univariados . . . . . . . .

3.2. Modelos multivariados . . . . . . . . .

4. Inferencia
4.1. Algoritmo EM . . . . . ..o
4.2. Inferencia para el modelo Wiener . . . . . . . . .. ... ... ... ..

4.3. Inferencia para el modelo de reversion a la media . . . . . . . . . . ..

10

16
18
18

25
25
27

29
29
33



4.4. Inferencia para el modelo en 2 dimensiones . . . . . . . . ... ... ..
4.5. Inferencia y construccion del indice de degradacion . . . . . . . . . ..

4.6. Estimacion de la vida atil remanente . . . . .. ...

5. Estudio de simulacion
5.1. Proceso de Wiener . . . . . . . . . . ...
5.2. Proceso de reversion a lamedia . . . . . . ... ... ...
5.3. Proceso de Wiener en 2 dimensiones . . . . . . . . .. ... ... ...
5.4. Vida 1util remanente con el proceso de Wiener . . . . . . . . ... ...
5.5. Vida 1til remanente con el proceso de reversion a la media . . . . . . .

5.6. Vida 1util remanente con el proceso de Wiener en 2 dimensiones

6. Aplicaciéon
6.1. Filtros industriales . . . . . . . ..
6.2. Motores turbofan . . . . . . . . ..

Discusion de resultados
Conclusiones

Referencias

53
53
26
o8
62
66
69

72
72
76

83

85

88



Indice de tablas

5.1

0.2

5.3.

5.4.

2.9.
5.6.

6.1.

6.2.

6.3.

Valores estimados de los pardametros del modelo de desgaste (5.1) y (5.2),
con respectivos indicadores de precisiéon. . . . . . . . ... ...
Valores estimados de los parametros del modelo de desgaste (5.3), con
respectivos indicadores de precision. . . . . . . ...
Valores estimados de los parametros del modelo de desgaste (5.4), con
respectivos indicadores de precisién. . . . . . .. ...
Desempeno de los modelos. . . . . . . . . ... ... oL L.
Desempeno de los modelos. . . . . . . . ... ... ...

Desempeno de los modelos. . . . . . . . ... .. ... . ... ...

Comparacion del desempeno predictivo de los modelos para la estimacion
de la RUL en el conjunto de datos de filtros industriales. . . . . . . ..
Variables operacionales y mediciones de sensores del conjunto de datos
C-MAPSS. . . . . e
Comparacion del desempeno predictivo de los modelos para la estimaciéon
de la RUL en el conjunto de datos C-MAPSS. . . . ... ... .. ...

o4

26

99

65

68
71

76

77



Indice de figuras

o.1.

0.2

5.3.

5.4.

9.5.

0.6.

5.7.

0.8.

2.9.

5.10.

[lustracion de los conceptos de tiempo de vida y vida 1atil remanente

Simulacion del proceso de degradacion de la primera caracteristica, de
K= 50 unidades, segiun la EDE (5.1). . . . .. ... ... ... ... ..
Simulacién del proceso de degradacion de la primera caracteristica, de
K= 50 unidades, segin la EDE (5.2). . . . ... ... ... ... . ...
Distribuciones empiricas de los estimadores de los parametros del modelo
de degradacion (5.1) y (5.2). La linea roja indica el respectivo valor real
fel parametro. . . . . 4. . . . . S . . .. .. .. .. . . .
Simulaciéon del proceso de degradacion de la primera caracteristica, de
K= 50 unidades, segun la EDE (5.3). . . . . ... ... ... ......
Distribuciones empiricas de los estimadores de los parametros del modelo
de degradacion (5.3). La linea roja indica el respectivo valor real del
PAEAMEITO. . . . . . . . . . AL L 0oL
Grafico de pares de los estimadores de los parametros del modelo de
degradacion (5.3). . . . . . . .. e
Simulacion del proceso de degradacion, de K= 50 unidades, segun la
EDE (5.7 . . . . .. DL .
Distribuciones empiricas de los estimadores de los parametros del modelo
de degradacion (5.4). La linea roja indica el respectivo valor real del
pardmetro. . . . ... Lo
Grafico de pares de los estimadores de los parametros del modelo de
degradacion (5.4). . . . . . ..o
Trayectorias de degradacion simuladas para K = 100 unidades. La linea
roja indica el nivel critico de falla y las trayectorias terminan en distintos

instantes debido a la presencia de censura. . . . . . . .. ... .. ...

11

o4

o4

95

26

o7

o8

29

60

61



5.11.

5.12.

5.13.

5.14.

5.15.

5.16.

5.17.

5.18.

5.19.

5.20.

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

6.7.

Diagrama de dispersion entre la RUL real y la mediana de la distribucion
predictiva de la RUL obtenida con el modelo de Wiener. . . . . . . ..
Diagrama de dispersion entre la RUL real y la mediana de la distribucion
predictiva de la RUL obtenida con el modelo de reversion a la media.
Diagrama de dispersion entre la RUL real y la mediana de la distribucion
predictiva de la RUL obtenida con el modelo de regresion. . . . . . ..
Trayectorias de degradacion simuladas para K = 100 unidades. La linea
roja indica el nivel critico de falla y las trayectorias terminan en distintos
instantes debido a la presencia de censura. . . . . . .. ... ... ...
Diagrama de dispersion entre la RUL real y la mediana de la distribucion
predictiva de la RUL obtenida con el modelo de reversion a la media.
Diagrama de dispersion entre la RUL real y la mediana de la distribucion
predictiva de la RUL obtenida con el modelo Wiener. . . . . . . . . ..
Diagrama de dispersion entre la RUL real y la mediana de la distribucion
predictiva de la RUL obtenida con el modelo de regresion. . . . . . . .
Trayectorias de degradacion simuladas para /' = 100 unidades. La linea
roja indica el nivel critico de falla y las trayectorias terminan en distintos
instantes debido a la presencia de censura. . . . . . ... .. ... L.
Diagrama de dispersion entre la RUL real y la mediana de la distribucion
predictiva de la RUL obtenida con el modelo Wiener con dependencia.
Diagrama de dispersion entre la RUL real y la mediana de la distribucion

predictiva de la RUL obtenida con el modelo Wiener independiente. . .

Datos de entrenamiento del conjunto de datos de filtros industriales. . .
Datos de prueba del conjunto de datos de filtros industriales. . . . . . .
Diagrama de dispersion entre la RUL real y la mediana de la distribucion
predictiva de la RUL obtenida con el modelo Wiener. . . . . . . . ...
Diagrama de dispersion entre la RUL real y la mediana de la distribucion
predictiva de la RUL obtenida con el modelo de reversion a la media.

Diagrama de dispersion entre la RUL real y la mediana de la distribucion
predictiva de la RUL obtenida con el modelo de regresion. . . . . . . .
Mediciones de los sensores TH0 y NRf para tres unidades observadas
hasta la falla. . . . . . . . . .. ... ...
Diagrama de dispersion entre la RUL real y la mediana de la distribucion
predictiva de la RUL obtenida con el modelo de Wiener con las variables
TE50y NRf. . . . .

64

64

65

66

67

67

68

70

70

71

73
73

74

I0)

75

78



6.8.

6.9.

Diagrama de dispersion entre la RUL real y la mediana de la distribucion
predictiva de la RUL obtenida con el indice con las variables 750 y NRf. 80
Diagrama de dispersion entre la RUL real y la mediana de la distribucion

predictiva de la RUL obtenida con el indice con 11 variables. . . . . . . 81



Acrénimos

C-MAPSS Commercial Modular Aero-Propulsion System Simulation.
EM Expectation-Maximization.

MCMC Markov Chain Monte Carlo.

MCMC-EM Markov Chain Monte Carlo Expectation-Maximization.
MCEM Monte Carlo Expectation-Maximization.

RUL Remaining Useful Life (Vida Util Remanente).

EDE Ecuacion Diferencial Estocastica.

MLE Maximum Likelihood Estimation (Estimacion por Méaxima Verosimilitud).
OU Ornstein—Uhlenbeck.

CRAN Comprehensive R Archive Network.

NASA National Aeronautics and Space Administration.

PHM Prognostics and Health Management.



Resumen

Los fenémenos de degradacion permiten estudiar el deterioro de un sistema antes de
que ocurra la falla, proporcionando informacion ttil para estimar la vida ttil remanente
y apoyar decisiones de mantenimiento predictivo. En esta tesis se modelan fenémenos
de degradacion mediante procesos estocasticos, considerando modelos univariados, una
extension bivariada y un indice de salud. En particular, se estudian modelos basados
en el proceso de Wiener y en el proceso de Ornstein-Uhlenbeck, incorporando efectos
aleatorios para representar la heterogeneidad entre unidades y la variabilidad propia de
las trayectorias observadas.

La inferencia de los modelos se realiza mediante el algoritmo EM y variantes basadas
en simulaciéon Monte Carlo mediante cadenas de Markov, debido a que la presencia de
efectos aleatorios dificulta maximizar la funcién de verosimilitud de manera directa.
Ademés, se desarrolla un procedimiento basado en simulacién para estimar la vida
util remanente de unidades parcialmente observadas, generando trayectorias futuras
condicionadas a la informaciéon disponible.

También se considera el uso de indices de salud para resumir informacién multivariada
en una sola senal de degradacion. Este enfoque resulta ttil cuando se tienen multiples
sensores, aunque requiere contar con unidades que hayan llegado hasta el fallo para
construir adecuadamente el indice.

Los modelos se evalian mediante estudios de simulacion y aplicaciones con datos reales.
Finalmente, los métodos estudiados se implementan y hacen piublicos mediante los
paquetes de R degradr y mixediffusion.

Palabras claves: procesos de degradacion, procesos estocasticos, efectos aleatorios,
algoritmo EM, MCMC-EM, vida ttil remanente.



Abstract

Degradation phenomena allow the deterioration of a system to be studied before failure
occurs, providing useful information to estimate the remaining useful life and support
predictive maintenance decisions. In this thesis, degradation phenomena are modeled by
means of stochastic processes, considering univariate models, a bivariate extension, and
a health index. In particular, models based on the Wiener process and the Ornstein—
Uhlenbeck process are studied, incorporating random effects to represent heterogeneity
between units and the inherent variability of the observed trajectories.

Model inference is carried out using the EM algorithm and variants based on Monte
Carlo simulation through Markov chains, due to the fact that the presence of random
effects makes it difficult to maximize the likelihood function directly. In addition, a
simulation-based procedure is developed to estimate the remaining useful life of partially
observed units, generating future trajectories conditioned on the available information.
The use of health indices to summarize multivariate information into a single degrada-
tion signal is also considered. This approach is useful when multiple sensors are available,
although it requires units that have reached failure in order to properly construct the
index.

The models are evaluated through simulation studies and applications with real data.
Finally, the studied methods are implemented and made publicly available through the
R packages degradr and mixediffusion.

Keywords: degradation processes, stochastic processes, random effects, EM algorithm,
MCMC-EM, remaining useful life, health index.



Introduccion

Con la creciente adopcion de nuevas tecnologias en la industria, obtener datos represen-
tativos de la confiabilidad de un producto, sistema o componente, se ha vuelto cada vez
mas asequible, en este contexto, el tener herramientas estadisticas que puedan trans-
formar esos datos en informacién valiosa para la industria es muy relevante.

La confiabilidad se define como: la capacidad de un elemento (sistema, componente, pro-
ducto) para funcionar como se requiere en un contexto operativo establecido y durante
un periodo de tiempo establecido Rausand y Hoyland (2003).

Existen varios tipos de estudio en confiabilidad, como se describen a continuaciéon. Prue-
bas tradicionales: se registran inicamente tiempos de falla de las unidades; pruebas de
vida acelerada: las unidades se someten a niveles altos de esfuerzo; pruebas de degrada-
cion: cuando existe alguna caracteristica cuyo desgaste sobre el tiempo esta relacionado
con la confiabilidad.

Los estudios de degradacion suelen aportar més informacion sobre la confiabilidad, pues
permiten observar la evolucion del deterioro antes de que ocurra la falla. Al trabajar
con datos de degradacion generalmente se esta interesado en dos distribuciones: la

distribucion del tiempo de vida y/o la distribucion del tiempo de vida ttil remanente.

10
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Figura 1: Ilustracion de los conceptos de tiempo de vida y vida tutil remanente (RUL).

La distribucion de la vida 1til de una poblaciéon es particularmente valiosa en problemas
como: definir politicas de garantia, comparar la durabilidad entre distintos proveedores,
evaluar la confiabilidad de un nuevo diseno antes de su lanzamiento, estimar costos
asociados a reemplazos masivos o planificar inventarios de refacciones a nivel planta.

Por otro lado, estimar el RUL para una unidad en particular, es relevante en situaciones
donde se requiere tomar decisiones especificas sobre unidades en operacién, como de-
terminar cuando un motor en servicio podria fallar, estimar cuanto tiempo le resta a un
filtro antes de bloquearse, programar mantenimiento predictivo en maquinaria critica o

planear paros de produccién basados en el estado real de cada componente.

Contexto general de fen6menos de degradaciéon

Las pruebas de degradacion se suelen utilizar cuando el sistema es altamente confiable
y existe una o varias caracteristicas medibles que estdn directamente relacionadas con
su pérdida de funcionalidad. Por ejemplo, en filtros industriales la presion diferencial
aumenta conforme el filtro se obstruye, constituyendo una senal de degradacién univa-
riada; mientras que en sistemas mas complejos, como motores eléctricos, la combinacion
de multiples sensores (temperatura, vibracion, corriente, entre otros) proporciona una

descripcion multivariada del deterioro.

11



La forma funcional de la degradacion puede ser lineal, concava o convexa, y dependiendo
del sistema las mediciones pueden presentar un comportamiento monoétono creciente o
bien mostrar fluctuaciones debidas a variaciéon operacional, ruido de medicién o cambios
en las condiciones de uso. En muchos procesos industriales la tendencia general es
creciente, pero la senal observada no siempre crece de manera estricta en cada instante,
lo que hace necesario emplear modelos capaces de representar tanto la tendencia como
la variabilidad alrededor de ella.

El analisis de fenémenos de degradacion ha adquirido una importancia creciente en la
industria moderna debido a que los sistemas actuales suelen ser altamente confiables
y pueden operar durante largos periodos antes de presentar una falla observable. En
estos escenarios, registrar exclusivamente tiempos de falla resulta impractico, costoso o
directamente inviable, ya que podria requerir meses o incluso anos de operacion continua
para obtener informacion suficiente. En contraste, las senales de degradacién permiten
obtener evidencia temprana del deterioro antes del fallo y facilitan el monitoreo del
estado real del componente a lo largo de su vida tutil.

Ademas, el uso de datos de degradacion permite abordar dos perspectivas fundamen-
tales en confiabilidad. En primer lugar, posibilita el estudio del comportamiento po-
blacional mediante la construcciéon de curvas tipicas de deterioro y la estimacion de la
distribucion del tiempo a falla para un conjunto de unidades. En segundo lugar, y de
manera especialmente relevante para aplicaciones industriales, permite realizar predic-
ciones individuales: al observar una porcién de la trayectoria de una unidad especifica,
es posible actualizar su estado actual y estimar su vida util remanente (RUL). Esta
ultima perspectiva es esencial para estrategias modernas de mantenimiento predictivo,

donde las decisiones se toman a nivel unidad y no inicamente a nivel poblacion.

Modelos utilizados en degradaciéon

Los modelos que se utilizan, han resultado ser eficaces en muchas situaciones, cada
uno de ellos, presentan algunas limitaciones. En primer lugar, una parte importante
de los enfoques utilizados se basa en ajustes de modelos de regresion. Estos métodos
son ampliamente utilizados por su sencillez y porque son réapidos de implementar, no
obstante, una de sus limitantes es que asumen independencia en las observaciones a
través del tiempo.

Por otro lado, algunos modelos estocasticos empleados en la literatura suponen que la

degradacion es estrictamente monotona. Este tipo de aproximaciones resulta adecuado
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cuando el deterioro crece continuamente en el tiempo, pero son incapaces de representar
procesos con oscilaciones. Esta restriccion limita su aplicabilidad en escenarios donde
la senal observada no crece de manera estricta, aun cuando la tendencia general sea
creciente.

Finalmente, en sistemas donde se registran multiples caracteristicas de degradacion
simultaneamente, con frecuencia, se modelan de forma independiente o se combinan

mediante la construccion de indices que reflejen la degradacion del sistema.

Motivaciéon para el uso e implementacién computacio-

nal de procesos estocasticos

El uso de procesos estocésticos en la modelacion de fenomenos de degradacion permite
capturar la dinamica temporal del deterioro, asi como la variabilidad inherente asociada
a condiciones operativas.

Por otro lado, a pesar de su solidez tedrica, la adopcion de estos modelos en aplicaciones
reales se puede ver limitada, principalmente debido a la complejidad en su inferencia y a
la ausencia de implementaciones accesibles para usuarios no especializados en procesos
estocasticos.

En este contexto, ademés del desarrollo metodoldgico, esta tesis enfatiza la implemen-
tacion computacional de los modelos propuestos. Se desarrollan herramientas en el
lenguaje R que permiten realizar estimacion, simulaciéon y prediccion del RUL a partir

de datos observados, reduciendo la barrera técnica para su aplicaciéon practica.

Objetivo de la tesis

Modelar fenémenos de degradaciéon mediante procesos estocasticos y su implementacion
computacional.

Contribuciones principales

Las contribuciones de esta tesis se centran en el desarrollo tedrico, inferencial y compu-
tacional de un marco estocéstico para la modelacion de fenémenos de degradacion. De

manera especifica, las principales aportaciones son:
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1. Modelaciéon de fenémenos de degradacion univariados y multivariados.
Se modelan fenémenos de degradacion que pueden tener una o varias caracteris-

ticas de degradacion.

2. Desarrollo de procedimientos de inferencia. Se derivan las expresiones ne-

cesarias para estimar los parametros de los modelos propuestos.

3. Implementaciéon computacional reproducible en R. Se desarrollan paquetes
en el software R que permiten realizar estimacion, simulacién y prediccion de
manera accesible, reduciendo la brecha entre la teoria de procesos estocasticos y

su aplicacion practica en contextos industriales.

4. Estudio de desempeno en datos simulados y reales. Se realiza una evalua-

cion del comportamiento inferencial y predictivo de los modelos utilizados.

Estructura de la tesis

La tesis se organiza en seis capitulos. En el Capitulo 1 se presentan los fundamentos
tedricos necesarios para el desarrollo del trabajo, incluyendo conceptos de confiabili-
dad, fenémenos de degradacion, vida tutil remanente, modelos de regresion, procesos
estocésticos de difusion y técnicas de fusion de datos para la construccion de indices de
degradacion.

En el Capitulo 2 se realiza una revisiéon del estado del arte sobre modelacién de fe-
némenos de degradacion. Se describen trabajos representativos para una y multiples
caracteristicas de degradacion, considerando modelos de regresion, procesos estocasti-
cos e indices de salud.

En el Capitulo 3 se presentan los modelos de degradacion considerados en esta tesis. Se
introducen modelos univariados basados en procesos de Wiener y Ornstein—Uhlenbeck
con efectos aleatorios, asi como una extensiéon multivariada y un enfoque basado en
indices de degradacion.

En el Capitulo 4 se desarrollan los procedimientos de inferencia para los modelos pro-
puestos. Se presenta el algoritmo EM, sus variantes basadas en simulacion Monte Carlo
y los métodos utilizados para la estimacion de la vida atil remanente.

En el Capitulo 5 se evalia el desempeno de los modelos mediante estudios de simulacion.
Se analiza tanto la calidad de la estimacion de pardmetros como la capacidad predictiva

de los modelos para la estimacion de la vida tutil remanente.
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En el Capitulo 6 se presentan aplicaciones con datos reales de filtros industriales y
motores turbofan. Finalmente, se discuten los resultados obtenidos y se presentan las

conclusiones generales del trabajo.
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Capitulo 1

Fundamentos tedricos de los procesos

de degradacion

En este capitulo se presentan los conceptos tedricos necesarios para el desarrollo de esta
tesis, incluyendo definiciones basicas de degradacion y vida tutil remanente, modelos
de regresion utilizados en la literatura, procesos estocésticos de difusion y algunos de
los enfoques mas empleados para modelar fenémenos de degradaciéon univariados y

multivariados.

Definicion 1.1. Un proceso de degradacion es una familia de variables aleatorias
{th it Z 0},

que describe la evolucion en el tiempo t, de una caracteristica medible de un componente
0 sistema cuyo comportamiento estd asociado con su deterioro o pérdida de funcionali-
dad. La falla del sistema ocurre cuando la trayectoria alcanza un umbral critico D, en

este caso, el tiempo a la falla es
T=if{t >0:Yy > D}.

Asi, Y, es la degradacion de la unidad & en el tiempo .
El nivel critico D generalmente es un valor fijo, pero en ocasiones D puede ser una

variable aleatoria.

Definiciéon 1.2 (Distribucion del tiempo de vida). La distribucion del tiempo de
vida describe la incertidumbre asociada al tiempo requerido para que un proceso de

degradacion alcance el nivel critico de falla D, cuando la observacion inicia en t = 0.
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Su funcion de distribucion estd dada por

Fr(t)=P(T <t), t>0. (1.1)

Esta distribucion representa la probabilidad de que la trayectoria de degradacion de

una unidad nueva alcance el nivel critico de falla D antes o en el instante ¢.

Definicion 1.3 (Distribucion de vida tutil remanente). Sea t. > 0 un instante de obser-
vacton tal que la unidad continta operando. La distribucion de vida util remanen-
te (Remaining Useful Life, RUL) describe la incertidumbre asociada al tiempo restante
hasta que el proceso de degradacion alcance el nivel critico de falla D. Su funcion de

distribucion esta dada por

FRUL<t>:P(T—tC§t|T>tC), t > 0. (12)

Esta distribucion representa la probabilidad de que la trayectoria de degradacion de una
unidad en funcionamiento alcance el nivel critico de falla D dentro de los préximos ¢
instantes de tiempo, dado que la unidad ha sobrevivido hasta el instante de observacion
te.

Para el caso de multiples caracteristicas de degradacion se define el proceso de degra-
dacion como Yy, = {(YV}L,...,Y;]),t > 0} y D = (Dy,...,Dy) es el vector de niveles
criticos de falla asociados a cada caracteristica. Los elementos de D pueden ser cons-
tantes o variables aleatorias.

Para cada caracteristica j = 1,...,J, el tiempo de falla se define como

T; = if{t >0:Y], > D;}.

La definicion del tiempo de falla global del sistema depende del criterio de falla adop-
tado.

Los casos particulares mas comunes son:

» Sistema en serie:
T=T1 = min T;.
(1) 1952y 9

El sistema falla cuando cualquiera de las caracteristicas alcanza su nivel critico.

= Sistema en paralelo:

T:T(J) = max Tj

1<j<J
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El sistema falla cuando todas las caracteristicas han alcanzado sus respectivos

niveles criticos.

1.1. Modelos de regresiéon

Un modelo de regresion de efectos mixtos, en su forma general, caracteriza la degrada-

cion de la siguiente manera,

thi :n(tw (b, 6k)+5ki7 k:1,2,...,K,i:1,2,...nk

SkiNN(O,J2), i:1,2,...,nk

Donde K es el niimero total de unidades, n; es el nimero de mediciones para la unidad
k, i es el indice de tiempo y k es el indice de unidad, ¢ vector de parametros de efectos
fijos, comun a todas las unidades, 6, vector de efectos aleatorios para la unidad k y tiene
distribucion Fy con vector de parametros @y, n(t;; ¢, 0x) es una relacion funcional que
describe la degradacion y cuya forma puede establecerse a partir del comportamiento
observado del fenémeno, principios fisicos o conocimiento previo del sistema.

En muchos casos, la distribucién de 6, se asume que es normal multivariada, asi,

Ok ~ N (g, Zo).

De esta manera, el vector de pardmetros del modelo es @ = (¢, py, X9, 02).

1.2. Procesos estocasticos

Procesos de difusion

Definicion 1.4. Sea {Y(t), t € T'} un proceso estocdstico a tiempo continuo y de estado
continuo. La media infinitesimal m(y,t) y la varianza infinitesimal v(y,t) se definen,

respectivamente, por

mly,t) = lim “E[Y(t + ) = V(1) | V(1) =], (13)

2

oy, 1) = lim TE[(V(t4+2) - V()" | V() =] (1.4)
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Definiciéon 1.5. Un proceso estocdstico {Y (t),t € t > 0}, se dice que es gaussiano si el
vector aleatorio (Y (t1),...Y (t,)) tiene distribucion normal multivariada, para cualquier

n y para culaquier coleccion de tiempos 0 =ty < ty,... < 1,.

Definicion 1.6. Un proceso estocdstico {Y (t), t > 0}, se dice Markoviano si

donde t,,_1 < t,.

Definicion 1.7. Un proceso estocdstico markoviano en tiempo continuo y estado con-
tinuo {Y (t),t > 0}, con espacio de estados en un intervalo (a,b), se denomina proceso

de difusion si satisface:

lim P([Y(t +2) — Y() > 6| Y(t) =) =0, (1.5)

e—0 &
para todo 6 > 0 y todo y € (a,b), y si sus parametros infinitesimales estan definidos por

las funciones m(y,t) y v(y,t) y son continuas en y y t. Lefebvre (2007).

Procesos de Wiener

El proceso de difusion méas importante y a partir del cual se construyen otros procesos

es, el proceso Wiener, o movimiento Browniano que se define a continuacion.

Definicion 1.8. Un proceso estocdstico {W (t), t > 0} se denomina proceso de Wiener,

o movimiento Browniano, st cumple:
1. W(0) = 0 casi seguramente.

2. Tiene incrementos independientes; es decir, para cualesquiera 0 <ty <ty < --- <

t,, las variables aleatorias
W(ty) — W(to), Wits) = W(ty), ..., W(t,) — W(tn_1)

son independientes.

3. Tiene incrementos estacionarios; es decir, para todo t,h > 0,

4

W(t+h) — W(t) 2 W(h) — W(0).
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4. Para todo t > 0,
W (t) ~ N(0,0%t).

5. Sus trayectorias son continuas casi seqguramente.

El proceso de Wiener constituye la base de una amplia familia de procesos de difusiéon
utilizados en modelacion estocastica. Sus propiedades de proceso gaussiano, incrementos
independientes y la continuidad de trayectorias lo convierten en el bloque fundamental a
partir del cual se construyen modelos mas generales. Dado que es la base para construir
otros modelos, el siguiente teorema es importante para garantizar que tales modelos

existan y sean tnicos.

Teorema 1 (Teorema de existencia y unicidad @ksendal (2003)). Sea T' > 0 y sean
m(-,-) : [0, 7] x R - R, v(,):[0,T] x R - R,
funciones medibles tales que satisfacen la condicion de Lipschitz
m(y,6)] + lo(y, )] < Cr(1+ [y, (1.6)

para toda y € R yt € [0,T], donde C; > 0 es una constante.

Supongase ademds que
Im(y,t) — m(z,t)| + |v(y, t) —v(z,t)| < Coly — 2|, (1.7)

para toda y,z € R yt € [0,T], con Cy > 0 una constante.
Sea Z una variable aleatoria independiente del movimiento Browniano {Wy,t > 0} y
tal que

E(|Z]*) < oo.

Entonces, la ecuacion diferencial estocdstica

dY (t) = m(Y (£),£) dt + v(Y (t),t)dW,, 0<t<T,

con condicion inicial

Y(0) = Z,

posee una unica solucion continua {Y (t),t € [0,T]} adaptada a la filtracion generada
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por Z y {Wi,t > 0}, y ademds

E {/OT|Y(t)|2dt} < 00.

Una de las variantes del proceso de Wiener es el Browniano con deriva. Este proceso
incorpora una tendencia determinista (lineal en el tiempo) y se define como la solucién

de la ecuacion diferencial estocastica

dY, = pdt + o dW;, (1.8)

donde p € R es el coeficiente de deriva y ¢ > 0 es el parametro de difusion. Esta

ecuacion diferencial estocéastica (EDE), tiene solucion explicita dada por
Y, = Yo+ pt + oW, (1.9)
El tiempo de primera pasada
T=inf{t >0:Y;, =D}

tiene distribucion Inversa Gaussiana IG(puq, A\iq), cuyos parametros son

D —Y; D —Y;)?
pic = » , )‘IG:(—20)-

o

Cuando el proceso modela degradacion, esta distribucion coincide con la distribucion
del tiempo de vida, por lo que el modelo resulta especialmente atractivo debido a su
formula analitica.

El Browniano con deriva presenta una limitacion para la modelacion de degradacion:
la varianza crece linealmente en el tiempo, Var(Y;) = o?t. Esto implica que, conforme
avanza el tiempo, las trayectorias se dispersan de manera cada vez més pronunciada,
lo cual, en ocasiones, no coincide con el comportamiento fisico de sistemas reales, en
los que la degradacion suele evolucionar alrededor de una tendencia local relativamente
estable. Esta expansion no controlada del proceso podria dificultar la prediccion del
estado futuro y del RUL, especialmente para senales cuyo nivel de variabilidad no

aumenta indefinidamente.
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Proceso Ornstein—Uhlenbeck

El proceso de Ornstein—Uhlenbeck (OU) es un proceso de difusion gaussiano que incor-
pora un mecanismo de reversion a la media. Este proceso se define como la soluciéon de

la ecuacion diferencial estocastica

dY; = Mp — Yy) dt + o dW,, (1.10)

donde A > 0 es el pardmetro de velocidad de reversion, o € R es el nivel de equilibrio
o media de largo plazo, o > 0 es el parametro de difusion y {W;};>¢ es un proceso de
Wiener.

La dindmica del proceso estd gobernada por dos componentes: la deriva A(p — Y;),
que empuja al proceso hacia el nivel p, y el término estocastico adW;, que introduce
fluctuaciones aleatorias. El parametro A\ controla la rapidez con la que el proceso regresa
a su media, mientras que o determina la magnitud de las oscilaciones alrededor de la
tendencia.

La solucion explicita de la ecuacion diferencial estocastica esta dada por

t
Vi=p+ (Yo —pe M+ 0/ e M=) g, (1.11)

0
En consecuencia, el proceso es gaussiano y su distribuciéon condicional es normal. En

particular
E[Y; | Yo] = o+ (Yo — e ™, (1.12)
o2

Var(Y; | Yo) = 7 (1—e). (1.13)

A diferencia del proceso de Wiener con deriva, cuya varianza crece linealmente en el
tiempo, el proceso de Ornstein—Uhlenbeck presenta varianza creciente y convergente

cuando t — oo:

0.2

tliglo Var(Y;) = TR
Esta propiedad lo hace particularmente adecuado para modelar senales que evolucionan
alrededor de una tendencia estable, permitiendo representar fluctuaciones locales con
dispersion acotada.

Otro proceso ampliamente utilizado es el proceso Gamma, modelo util para describir
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fenémenos de degradacion estrictamente crecientes. Un proceso {Y;}i>0 es Gamma si

posee incrementos independientes y estacionarios y satisface
Y, — Y; ~ Gamma(a(t — s), 5), 0<s<t,

donde v > 0 es el parametro de tasa temporal y 5 > 0 el parametro de escala. De esta
forma, Y; tiene distribucion Gamma con esperanza E[Y;] = at/f y varianza Var(Y;) =
at/B%. Ambas funciones son crecientes de manera lineal en el tiempo.

El proceso Gamma resulta apropiado para representar mecanismos de deterioro acu-
mulativo e irreversibles, tales como corrosién uniforme, desgaste por abrasion o acumu-
lacién de dano. No obstante, su tendencia estrictamente monétona podria limitar su
aplicacion a senales de degradacion que presentan fluctuaciones, estabilizacion temporal

o comportamiento no-mondtono.

Fusién de datos e indice de degradacion

Los sistemas modernos de monitoreo modernos suelen registrar simultaneamente mul-
tiples caracteristicas, generando un proceso de degradacion de naturaleza multivariada.
Una aproximacion comin para manejar esta complejidad consiste en construir un indice
de degradacion (Health Index, HI) univariado que condense la informacion multivariada
en una sola variable latente. Bajo esta perspectiva, las caracteristicas de degradacion
se proyectan sobre un espacio de menor dimension o se combinan mediante técnicas
estadisticas, y el indice resultante se modela mediante métodos univariados como los
modelos de regresion. Este enfoque proporciona una soluciéon préctica, pero introduce
fuentes adicionales de error debidas a la reduccion artificial de la dimensién y puede
perder dependencia estructural relevante entre caracteristicas.

El indice se construye fusionando la informaciéon de multiples caracteristicas de de-
gradacion; generalmente, se hace mediante una combinacion lineal. Asi, un indice de

degradacion se define como:

b = w1 Yk +wo Y2 + -+ wiYy) (1.14)

donde w; representa el peso asociado a la caracteristica de degradaciéon j, con j =
1,...,J. Los pesos pueden ser fijados a priori a partir de conocimiento experto o esti-
mados a partir de los datos.

El objetivo de un indice de degradaciéon es resumir la informacién contenida en miil-

tiples caracteristicas de degradaciéon en una tnica variable que describa el estado de
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degradacion del sistema.

Una vez construido el indice de degradacion, el problema de estimacion de la vida til
regresa al caso univariado. Donde D;, es el nivel critico asociado al indice de degra-
dacién, tal nivel critico, dado que el indice de degradaciéon se construye a partir de
una transformacion de multiples caracteristicas, su escala no tiene interpretacion fisica
directa. En consecuencia, definir un nivel critico D, es un problema adicional, porque
dicho umbral no suele estar asociado de manera natural a una condicién observable del

sistema.
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Capitulo 2

Estado del arte

2.1. Una caracteristica de degradaciéon

Uno de los enfoques mas utilizados para modelar la degradacion se presenta en Lu
y Meeker (1993), donde la degradacion se modela mediante un modelo de regresion de

efectos mixtos de la forma

Yk‘ti :n(tm qba 9k)+€ki7 5 = 1a27"'7K7 1= 1ﬂ27"'7n/€a
Eki NN(O,O'Q),

Hk ~ N(Me, 29)

Para la inferencia de los parametros, los autores consideran un procedimiento de es-
timacion de dos etapas computacionalmente eficiente. En la primera etapa, el modelo
se ajusta de manera independiente a cada unidad mediante minimos cuadrados, ob-
teniendo estimaciones de los efectos aleatorios él, e ,éK. En la segunda etapa, estas
estimaciones se utilizan para estimar los pardmetros poblacionales g, y >y, asi como
los efectos fijos del modelo.

Una vez estimada la distribucion de los efectos aleatorios, los autores utilizan el modelo
ajustado para obtener la distribucion del tiempo de falla inducida por la trayectoria de
degradacion.

Los modelos de regresion con efectos mixtos representan una primera aproximacion para
describir trayectorias de degradacion, al capturar la variaciéon entre unidades mediante

parametros aleatorios. Sin embargo, tal como se discute en N. Gebraeel (2006), estos
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modelos presentan algunas limitantes: la formulacion clésica asume errores independien-
tes e idénticamente distribuidos, lo que ignora la correlaciéon temporal caracteristica de
senales de degradacion reales. Evidencia empirica presentada en N. Gebraeel (2006)
muestra que estas simplificaciones pueden conducir a predicciones deficientes del tiem-
po remanente de vida cuando la estructura estocéstica del proceso no es modelada
adecuadamente.

Los procesos de Wiener también han sido muy utilizados en degradacion, diversos tra-
bajos han empleado variantes del proceso de Wiener para modelar trayectorias de de-
gradacion. Whitmore (1995) incorpora explicitamente errores de medicion, modelando
la degradacion mediante un proceso de Wiener con efectos fijos y el error en las medi-
ciones las modela con ruido normal independiente al proceso de degradacion, esto es,

la degradacion real se modela con:

Yie = Yo + pt + o Wi,

y la degradacion observada, es:

th:Y}gt—l—éki, k:1,2,...,K,i:1,2,...nk

EkiNN(O,O'Q), i:1,2,...,nk.

Whitmore (1995) desarrollé la inferencia por méxima verosimilitud en este escenario.
Hove y Mlambo (2022) muestran que el Browniano con deriva reproduce adecuadamen-
te la acumulacion aleatoria de dano, validandolo mediante simulaciones y aplicaciones
reales. Por su parte, N. Gebraeel (2006) utilizan un componente Browniano para cap-
turar la variabilidad del proceso en modelos exponenciales de degradacion.

Por otro lado, Ye et al. (2013) extienden el modelo propuesto por Whitmore (1995)
al incorporar efectos aleatorios lineales para modelar la heterogeneidad entre unidades,
manteniendo el error de medicién gaussiano. Ademés, desarrollan procedimientos de
inferencia por maxima verosimilitud para la estimacion de los parametros y muestran
que su modelo incluye como casos particulares al proceso de Wiener clasico y al modelo
de Whitmore (1995).

Por otro lado, Deng, Barros y Grall (2016) proponen modelar la degradacion median-
te un proceso de Ornstein-Uhlenbeck de efectos fijos dependiente del tiempo, el cual
permite describir trayectorias con fluctuaciones alrededor de una tendencia general de

deterioro. El proceso se define mediante una ecuacion diferencial estocéstica en la que
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la funcion media de degradacion puede especificarse de forma flexible y las fluctuacio-
nes se modelan mediante un término Browniano. Los autores desarrollan la inferencia
mediante maxima verosimilitud utilizando la densidad de transiciéon exacta del proceso
y estiman la vida ttil remanente a partir de tiempos de primer cruce de un umbral de
falla. Los resultados muestran que el modelo proporciona una representacion adecuada
de procesos de degradacion con correlacion temporal y variabilidad no mondétona.
Procesos Gamma y otros procesos de Lévy tambien han sido ampliamente utilizados
en la literatura,(véase H. Wang, Xu y Mi (2015),Y. Shi et al. (2020), P. Wang, Gao
y Woyczynski (2021)).

2.2. Multiples caracteristicas de degradacion

Con el incremento en la disponibilidad de tecnologia para monitorear degradacion,
surgio la necesidad de modelar més de una caracteristica de degradacion.

Para el caso de 2 caracteristicas se han utilizado procesos estocasticos de manera con-
junta, como en Han, Li y Chen (2023), donde se desarrolla un modelo estocéstico con
funcién copula para la prediccion de la vida ttil restante (RUL) de tuberfas submari-
nas sujetas a degradacion por corrosion y fatiga utilizando procesos gamma (corrosion)
y Wiener respectivamente y creando un modelo conjunto con copulas para capturar
dependencias complejas.

En los casos con 2 o més caracteristicas de degradacion, se han utilizado técnicas como
componentes principales (PCA), ver R et al. (2019), para la fusion de datos y cons-
truccién de indices, sin embargo, uno de los primeros esfuerzos en esta direcciéon fue
presentado por Liu, N. Z. Gebraeel y J. Shi (2013), quienes propusieron una metodo-
logia de fusion de datos para construir un indice de salud (health index) a partir de
multiples caracteristicas de degradacion. La metodologia busca obtener una sefial com-
puesta que preserve propiedades deseables para aplicaciones de pronostico, tales como
la monotonicidad de la degradaciéon y una baja variabilidad en el umbral de falla entre
unidades.

Se mostroé que el enfoque mejord respecto al uso individual de las caracteristicas, no
obstante, los autores senalan que el procedimiento de fusiéon y el modelado de la degra-
dacion se realizaban de manera independiente. Como consecuencia, no existia garantia
de que el indice de salud obtenido fuera el mas adecuado para el modelo de degradaciéon
utilizado posteriormente en las tareas de pronodstico.

Con el objetivo de superar esta limitacion, Liu y Huang (2016) propusieron una meto-

27



dologia que integra la construccion del indice de salud con el proceso de modelado de
la degradacion. Este enfoque permite obtener indices de salud méas adecuados para las
tareas de prondstico y constituye una de las principales referencias en el desarrollo de
metodologias basadas en indices de degradacion obtenidos mediante fusion de datos.
Esta estrategia de reduccion ha sido formalizada en Liu y Huang (2016), donde se
propone un método semi-paramétrico de fusion de datos para obtener un indice que
minimice simultaneamente los errores de ajuste del modelo de degradacion y la variabi-
lidad del umbral de falla. El resultado es un indice que captura de manera mas estable
la condicion del sistema.

La metodologia propuesta por Liu y Huang (2016) consta de 4 pasos:

1. Recopilacion de senales basadas en la degradacion provenientes de miiltiples sen-

sores.
2. Caracterizacion de los patrones de degradacion de las senales.

3. Entrenamiento de los pesos 6ptimos para combinar los datos de multiples sensores,

minimizando tanto los errores de ajuste del modelo como la varianza en el umbral

de fallo.

4. Construccion del indice de salud a partir de los pesos 6ptimos obtenidos.

El modelo de degradacion utilizado para modelar el indice es un polinomio de grado
p > 1, que es un caso particular del modelo de regresion de Lu y Meeker (1993).

Fuera de los indices de degradacion construidos mediante modelos estadisticos, cuando
existen multiples caracteristicas de degradacion también se han desarrollado enfoques
basados en redes neuronales. En Guo et al. (2017), las caracteristicas mas relevantes
extraidas de senales de vibracién son seleccionadas mediante criterios de monotonicidad
y correlaciéon, para posteriormente ser fusionadas mediante una red neuronal recurrente
y obtener un indicador de salud univariado. Al igual que otros enfoques de fusién de
datos, la construccion del indicador de salud se realiza en una etapa previa al modelado

de la degradacion.
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Capitulo 3
Modelacion

En este capitulo se describen los modelos que se consideran para caracterizar las tra-
yectorias de degradacion junto con algunas de sus caracteristicas.

Para el caso univariado, el fenémeno de degradacion se modelard mediante variantes de
los procesos de Wiener (1.8) y Ornstein—Uhlenbeck (1.10). Para el caso multivariado,
la degradacion se modela mediante la extension al caso bivariado del proceso (1.8) asi

como el indice de degradacion propuesto por Liu y Huang (2016).

3.1. Modelos univariados

Sea Yy, € R la caracteristica de degradacién observada de la unidad k en el tiempo
t >0, para k = 1,..., K. La caracteristica se modela con una de las siguientes dos

ecuaciones diferenciales estocasticas:

dth = u(ak, t)dt + Jdet (31)
y
dth = /\(,u(ak, t) — th)dt + O'det, (32)
con efectos aleatorios
ar ~ N (pta, 072) . (3.3)

con fty € R, 07 > 0,0 >0, A >0y {Wy} es un movimiento browniano multivariado
estandar.
Los parametros globales \, o, j1, y 02 son compartidos por todas las unidades, mientras

que los efectos aleatorios {a;}X | modelan la heterogeneidad entre trayectorias. Los
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efectos aleatorios se asumen independientes entre unidades, asi como independientes
del mencionado movimiento browniano multivariado. En particular, los efectos aleato-
rios introducen variabilidad individual en la dinamica de degradacion de cada unidad,
mientras que los parametros globales describen el comportamiento promedio del siste-
ma.

Los modelos (3.1) y (3.2) satisfacen las condiciones del Teorema de existencia y unicidad
presentado en el Capitulo anterior. En consecuencia, ambas ecuaciones diferenciales
estocasticas consideradas poseen una tunica solucién fuerte continua. En particular,
para el modelo (3.1), la condicion de Lipschitz (1.6) respecto a la variable de estado se
satisface trivialmente, ya que la deriva no depende de Yj;. Por otro lado, en el modelo
(3.2), la deriva es lineal respecto a Yy, por lo que también satisface dicha condicion de
Lipschitz.

Las condiciones del Teorema de existencia y unicidad pueden dejar de cumplirse para
ciertas funciones de deriva p(ag,t) que presenten discontinuidades, singularidades o

crecimiento explosivo en intervalos finitos de tiempo. Por ejemplo,
M(alm t) - tan(t)7

pueden generar derivas no acotadas en un tiempo finito. Sin embargo, las funciones
de deriva consideradas en este trabajo corresponden a formas funcionales regulares
y continuas, tales como potencias, raices, funciones trigonométricas y exponenciales,
definidas en intervalos finitos de tiempo, por lo que satisfacen las condiciones requeridas
por el Teorema de existencia y unicidad.

Para el modelo (3.1), dada ag, la solucion de la ecuacion diferencial estocastica es

[
Yiie = Yo + / /L(Clk, S)dS + o Wi, (34)
0
con distribucién condicional:
Yiee[Yio ~ N (i, (ar), 0t), (3.5)

donde t
Py, (ar) = Yio +/ p(ag, s)ds.
0

Este es un proceso de Markov gaussiano con incrementos independientes, la distribucion

de los incrementos, condicionada a aj, también es normal:
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t
(Yie — Yas)|ar, ~ N (/ play, w)du, o*(t — s)) ) t>s. (3.6)
El vector de parametros del modelo (3.1) es
D = (jta, 05, 0).

Sea Yit = (Yags - - - Yit,, ) la degradacion observada de la unidad k a través del tiempo,
sea a = (ay,...,ax) el vector de efectos aleatorios asociados a la deriva de cada unidad
experimental y AYy;, = Yy, — Y, , el incremento de degradacion en los tiempos ¢; y
ti—1. Con AYyx = (AY%1,...,Aygy, ) €l vector de incrementos de la unidad k y A =
{AY} }X | los incrementos observados de las K unidades. Note que, para una unidad &

en el tiempo t; la distribucion conjunta de a; y del incremento AY}; esta dada por
flaw, AYyi; @) = f(ar; pra, 90) f(AY4i; ay, 0°). (3.7)

Asi, al integrar respecto al efecto aleatorio ay, la distribuciéon marginal de AY}; es
f(AY;;0%) = /f(ak; fa, 00) f(AY3i; ag, o) day,. (3.8)

Por lo anterior, la funciéon de verosimilitud esta dada por:

K ng
L@ A) = H/f(ak;,ua,ag)Hf(AYM | a, o) da. (3.9)
k=1 1=1

Debido a la complejidad de la integral respecto a los efectos aleatorios, la obtenciéon de
estimadores en forma cerrada resulta dificil para formas funcionales generales de pi(ay, t).
Por lo que en este trabajo se emplea el algoritmo EM para realizar la inferencia de los
parametros; el cual se describira en el préoximo capitulo.

Por otro lado, la solucion de la ecuacion diferencial estocastica para el modelo (3.2) es:

¢ ¢
Yy = Yoe M + Ae_)‘t/ e u(ay, s)ds + O'G_At/ AW, (3.10)
0 0

con distribucion:
th|Yk0 ~ N(Mka 0-}26“)7 (3'11)
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donde

t
fv,, = Yoe M + )\e’\t/ e pu(ag, s)ds, (3.12)
0
y
, 0 —2)t
o; = ﬁ(l —e ). (3.13)

El proceso (3.2) es un proceso de Markov gaussiano, pero no tiene incrementos indepen-
dientes. Para hacer inferencia de este modelo conviene utilizar la funcion de transicion

Y| Yis, con s < t, que también tiene distribucién normal,

Vie| Yis ~ N (i wiee (@8), 055,13, (N, 02)) (3.14)
con )
Y |Yie (OF) = Vie M) 4 )\/ e”\(t’”)u(ak,u)du (3.15)
Y 2
2 n_ O —2X\(t—s) 1
O'th|YkS(>\,O' )= A (1 —e ) ) (3.16)

Donde el vector de parametros del modelo (3.2) es
O = (g, 02, A, 0).

Sean Y = (th07"'yktnk) la trayectoria de degradacion observada de la unidad k£ a
través del tiempo. a = (ay,...,ax) el vector de efectos aleatorios asociados a la deriva
de cada unidad experimental. Entonces Y = {Y;} | los datos observados. La funcién

de verosimilitud esta dada por

K N
0@ Y) =TT [ £losi o, o) T[ 10, | Yo 0, A, 0) .
k=1 =1

Debido a la existencia de la integral respecto a los efectos aleatorios y a la forma
funcional de la media condicional (3.15), en general, no es posible obtener estimadores
en forma cerrada. Por lo que en este trabajo se emplea el algoritmo EM para realizar

la inferencia de los parametros.
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3.2. Modelos multivariados

Cuando la vida de una unidad o sistema dependa de més de una caracteristica de
degradacion, se considera una extension bidimensional del proceso (3.1). Para 2 o mas

caracteristicas se utilizara el indice de degradacion propuesto en Liu y Huang (2016).

Proceso de Wiener en 2 dimensiones

Sea Yy = (Y},,Y7) € R? el proceso de degradacion con dos caracteristicas de la
unidad £, observado en el tiempo t > 0, la degradaciéon se modela mediante la ecuacion

diferencial estocéstica bidimensional:
dy;} t 0 dW}
#) = plast)) g (on & 1 (3.17)
dth Mg(ak, t) 091 0292 det

—
ay = [ai,az} NN2<Na>Za>7

—_

[\

Donde

Ha = {:ual ) /’LaQ}

o L
0 o2

Los valores a}, y aj representan efectos aleatorios especificos de la unidad k, los cuales
introducen heterogeneidad entre unidades. Los pardmetros 021 y 022 corresponden a las
varianzas de dichos efectos aleatorios y cuantifican la variabilidad existente entre las
trayectorias medias de degradacion de distintas unidades.

Por otra parte, 3 es la matriz de difusion del proceso estocastico. En particular, 11 y 099
determinan la intensidad de la variabilidad estocéstica asociada a las caracteristicas Y
y Y2, respectivamente; mientras que o9, induce dependencia entre ambas caracteristicas
mediante la difusion compartida por los movimientos Brownianos subyacentes.

Al resolver se tiene (3.17):

t
Y = Yklo + / i (ay,, s)ds + o Wy
0

t
Y,ft = Y,fo + / /Lg(az, s)ds + 021W,€1t + UQQW]?t.
0
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Sea

T o011 0
021 022

y
t
M(ak) o Y}ﬂl(]_{—f() lul(allws)ds
= ) ,
}/14520 + f() N2<a%7 S>d8
entonces.
2
T 011 011021
SO ( mon )
011021 03y + 059,
y
Yklt T
v |~ N(p(ag), t337). (3.18)
kt

El proceso (3.17) es gaussiano y tiene incrementos independientes con distribucion:
Yl _ Yl 1
MR )N m(a;) , (+ — 1S (3.19)
Vi - Y my(aj)

t
mital) = [ el wdu, =12 (3.20)

donde

Para obtener las distribuciones marginal y condicional de los incrementos, se utiliza el
resultado que indica que cualquier subconjunto de variables de una distribucién normal

multivariante tiene distribucién normal. Ademés, si
Y, Y X
i) N 251 ’ 11 12 ’
Y, 2 o1 oo

Yy ~ N (u1, 311)

entonces

Yol Yy ~ N (p2 4+ San X0y (31 — 111), B2 — Xon B Bia) -

Aplicando este resultado a los incrementos del proceso (3.17) se obtienen las distribu-

ciones marginal y condicional que se presentan a continuacion.
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Y;clt - Ykls ~ N (ml(allc)a (t - 8)0%1) (321)

(Y = V)Y — Vi) ~ N (mai(ag, ai, 011, 021), (t — 8)03,) (3.22)

con

mops(ai) = maad) + 2 (V= Vi) — ma(a}). (3:23)

El vector de parametros del modelo (3.17) es

2 2
® = (:uala 041y Ma2,04,2,011,021, 0-22)7

y la funcién de verosimilitud puede escribirse como

K -
£(CI), A) =S H / f(ak; Has Ea) H f(AYk1i§ allﬁ Ull)f(AYIi_; Aykli, ak, 011,091, 0'22) da/€7
k=1 i=1
donde
AY SV —VIENE — 1,2

Fusion de datos

Para el caso en donde se tienen 2 o més caracteristicas de degradacion, se construira un
indice y se modelara con un modelo de regresion, siguiendo la metodologia propuesta

en Liu y Huang (2016). Asi, el indice se modela como:

iy =Y 00t + e, er, ~ N(0,0%). (3.24)
/=0

Donde hy, es el indice observado, construido como combinacién lineal de las J caracte-

risticas de degradacion, de la unidad k en el tiempo t;, para i = 1,...ng, r es el grado
T

del polinomio y I'y, = <9,(€0), e ,6,@) es el vector de efectos aleatorios y se supone que

tiene una distribuciéon normal multivariada,

[y ~ M+1(UO7ZO)~

Donde u® es el vector de medias poblacionales de los coeficientes del modelo de de-
gradacion y X0 es la matriz de varianzas y covarianzas que describe la variabilidad y

dependencia entre dichos coeficientes.
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Capitulo 4
Inferencia

En este capitulo se desarrollan los procedimientos de inferencia utilizados para los mo-
delos propuestos. Debido a la presencia de efectos aleatorios y a la complejidad de las
funciones de verosimilitud resultantes en los modelos basados en ecuaciones diferen-
ciales estocasticas, la estimacion se realiza mediante el algoritmo EM, que se veréd a
detalle en este capitulo, y variantes basadas en simulacion Monte Carlo. Tambien se
vera la construccion e inferencia del indice de degradacion y ademas, se presenta el

procedimiento utilizado para la estimacion de la vida tutil remanente.

4.1. Algoritmo EM

El algoritmo EM Dempster, Laird y Rubin (1977) es un algoritmo ampliamente utiliza-
do por su flexibilidad y aplicabilidad en diferentes problemas de la inferencia estadistica,
este algoritmo permite obtener estimadores bajo la presencia de datos faltantes o laten-
tes, que no son observados directamente, pero que se pueden observar de forma indirecta
a través de los datos que si son observables directamente.

En problemas de datos incompletos se distinguen dos fuentes de informacion: los datos
completos, denotados por x, y los datos observados, denotados por y. Los datos ob-
servados constituyen tnicamente una parte de los datos completos, por lo que existe
una funcién que relaciona ambos conjuntos de informaciéon. En consecuencia, aunque
inicamente se observa una realizacion y, se asume la existencia de una variable latente
X que contiene toda la informacioén necesaria para formular el modelo probabilistico
completo.

La densidad de los datos observados esta dada por:
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9(y; ®) = /f(X; P)dx.

Donde f(x;®), que depende del vector de parametros ®, es la densidad de los datos
completos.

El propésito del algoritmo EM es encontrar un valor de ® que maximiza g(y; ®) dada
la observacion de y. Para lograr esto, en cada iteracion del algoritmo EM &®) — @+

se define como sigue:
1. Paso E (Expectativa): Este paso consiste en calcular la funcion

Q(®; ") =E |In f(x; @)y, ¥ (4.1)

:Ex\y,é(m [111 f(X7 (I))] (42)

2. Paso M (Maximizar): Obtener

Pt — arg qu;LX Q(®; ®W),

En la practica, alguno de los dos pasos, o ambos, pueden presentar complicaciones
para realizarlos, es por eso que existen variantes del algoritmo para tratar cada uno de
esos problemas. Cuando el paso E resulta complicado y calcular la esperanza de forma
analitica es imposible, se realiza una aproximacion de la esperanza mediante simulacion
Monte Carlo basada en cadenas de Markov (MCMC). A esta variante se le conoce como
MCMC-EM Wei y Tanner (1990) y su algoritmo es el siguiente:

Sea {x(™}M_ una muestra generada de la distribucion condicional f(x |y, ®®) me-

diante un esquema MCMC. Entonces, el paso E se aproxima por

M
~ | m
Qu (®; @) = MWE_lﬁ log f(x"); ®). (4.3)
El algoritmo MCMC-EM queda entonces definido por:

1. Paso E (Monte Carlo): Generar {x™}M_ ~ f(x | y,®%) via MCMC y
calcular @M(q); o).

2. Paso M: Obtener
&P — arg qu)ix @\M(q); o)),
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Otra variante del algoritmo EM es el algoritmo Expectation—Conditional Maximization
(ECM) McLachlan y Krishnan (2008), el cual resulta ttil cuando el paso M no puede
realizarse en forma analitica y/o se tiene que maximizar de manera conjunta una gran
cantidad de parametros.

La idea central consiste en descomponer el parametro ® en bloques ® = (®4,..., ®g),
donde S es el nimero de parametros a estimar, y reemplazar la maximizacion conjunta
del paso M por una secuencia de maximizaciones condicionales.

En la iteracién p, el algoritmo ECM se define como:

1. Paso E: Calcular

Q(®;®")) = |log f(x;®) | y, @] .

2. Pasos CM (Conditional Maximization): Para s = 1,..., S, actualizar

<I>gp+1):argn(11)éxQ(‘I>§p+l) oY e, o% . al).

En caso que ambos pasos del algoritmo EM se compliquen, puede ser necesario aplicar
ambas variantes, como MCMC-ECM.

4.2. Inferencia para el modelo Wiener

A continuacion, se presentan los pasos para llevar acabo la inferencia del modelo 3.1,
para esto, se aprovecha la propiedad de incrementos independientes y gaussianos.

Por las propiedades de (3.6), sabemos que
AY ~ N (NAYk,(ak: 1), 02 Ak, ) Ape, =t — 1. (4.4)

Donde pay,, (ak, t; ft p(ag, s)ds, x = (A, a) son los datos completos, a son efectos
que no se pueden observar directamente y ® = (u,, 02, 0?) es el vector de parametros.

De (3.3) y (4.4) tenemos que la funcion de verosimilitud completa es:

Ko ar — 1a)? | Ty 1 (AYii — pay,, (ax, t;))*
| B R ki — MAY \Uks Ui
e =117 exp{ Tz } I s m { 20° A, } |

(4.5)
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—2
k=1 a
(4.6)
K ng 2
1 (AYyi — payy, (ak, ti))
— Ino? + il .
—2 ; i=1 ( 0D,
La funciéon @ es:
Q(‘P, (I)(p)) - ]Ea|Y,<I»(p) [f(i’, X)] 3 (47)

para simplificar la notacion en lo que sigue esa esperanza se denotara por E,.[((®;x)],

de este modo, la funcién resultante es:

o 1%@10 Bl ) |

k=1 a

K o N (4.8)
—1 Z Ino? 4+ Eayl. [(AYki — pav, (ax, t:))°]
k=1 i=1 0Dy,
Para el paso M,
1K
a = 252 Eq,-la]] =0 (4.9)
Ha —
K
1
= ur) = ?ZE%‘,[%] (4.10)
k=1
Q) —1 = 1 Eak"[a’%] i 2/~”aEak|'[ak] . :LL2
— - al| = 4.11
do2 2 ; [o—g ol L (4.11)
K
1
= 020 = LS By ) = 2 VB o + 0] @12)
k=1

2Q _ —_1i |1 Egy [(AY%i = pay,, (ax, t:))?] _ (4.13)

do? 2 o2 otAZ, )

k=1 i=1 i
ng 2

s ) PO Pl 5o Bay - [(AYki — pavi, (ar, )] (414

Zk:l ng

Para calcular la E,,|.[] de las expresiones (4.10), (4.12) y (4.14) se requiere la distribu-
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cion condicional de ay|AYy, &P Por el teoréma de Bayes, se tiene que

— 2| AYki— (an, t;))?
ap: Ay, , ®P)) x exp (e —pal) exp ! Have (O, bi . (4.15
f( k Yy ) { 202@) H 20'2(p)Akti ( )

Esta distribucion posterior se puede obtener de forma analitica cuando p(ay, t) es lineal
respecto a t. Por tal motivo, la distribucion posterior y las esperanzas requeridas en
el paso M del algoritmo se aproximan mediante MCMC, llegando asi a la variante
MCMC-EM Wei y Tanner (1990). El algoritmo completo queda ast:

En la iteracién p + 1, se generan muestras
a,. .. e ~ f(ak | AYk,é(p))  k=1,... K,

via MCMC. Con estas muestras, se aproximan las esperanzas del paso E por:

Eo, ) [ax] = ai™, (4.16)

2
Eak|.[az] = % i_ (a,(gm))2, (4.17)
2

I/E'Eak|~ [(AYki — payy, (ak, ti)ﬂ =

(4.18)

Sustituyendo estas aproximaciones en las expresiones (4.10), (4.12) y (4.14), se obtienen

las actualizaciones del algoritmo MCMC-EM:

11 &
(p+1) _ *+ L (m)
N Y (119
k=1 m=1
(p+1) 1 K 1 M 1 M 2
2(p+ - s (mh2| o, @+ | 1 (m) (p+1)
= () e (5 ) <oy

(4.21)

Como parte de la aportacion de este trabajo, la inferencia para este modelo se imple-
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mento6 en la libreria mixediffusion, Montoya Calzada et al. (2026) del software R Core
Team (2025).

4.3. Inferencia para el modelo de reversiéon a la media

A continuacion se presentan los pasos para llevar acabo la inferencia del modelo (3.2),
para esto se utiliza la distribucion de transicion y la propiedad de Markov.
Sea X = (Y, a) los datos completos y ® = (1., 02, 0% \) el vector de parametros.

De 3.3 y 3.14 se obtiene la funcién de verosimilitud completa:

2
(thi MY Vit (%))

%) = TT% 1 _(a—pa)® Ly TE T 1 _
E(¢7X) = Hk:l m exp{ 202 } Hk::l Hi:l \/QWG%kt.\Ym., (\o?) (9Y) 20§kti‘ykti,1 D)
(4.22)
y
K
i (ax — :ua)2
0(®;x) :72 <1n 24 = -
k=1 a
2 (4.23)
=1l < kti = MYy [Yie, /f)
= Inoy. |y, (A, 0%) +
2 ;; i Yt a@kti‘yktiil(A,ﬁ)
La funcién @ es:
K
_1 IEa A, — Mg
Q(q)7¢(p)) _7 Z (th'i + 2 [( ;2 a ) ]) +
k=1 &
2
1 K Eay|. |:<th2 00 ] (ak)) :|
2
7 Z Z In O—Yk’ti‘thi—l <)\’ g ) + 0’2 ()\ 0'2)
k=1 i=1 Yot [Yir, |\
(4.24)

Para el paso M note que el primer término de la expresion (4.24) es igual al primer

término de la expresion (4.8). Por lo que

1
PP = a ZEak|~[ak] (4.25)



1
200 = 3 [Buuplad] — 200 VB fon] + 2+ (4.26)

K
k=1
En el segundo término de la expresion (4.24) no hay una formula analitica para actua-

2(p+1)

lizar de manera conjunta tanto A?*Y) como o . Pero, utilizando la variante ECM

se puede obtener la actualizacion de AP numéricamente, esto es:

2
(1) 1 K 2 o) Eqyl. |:<th1 FY ot Yiee; - l(ak)> ]
p+1l) _ 2 o,
A = argmdx | — ;Zl anthi\thi,l(A’U )+ -2 o2
—1 i= Kty | Yit; ¢
(4.27)
Asi,
2
ne | Bagl | Yits — By, Vi, (ak)>
9\ (P+1) K k| {( kt; kt; | Yit,_q
02(p+1)<>\(p+1)> i (4.28)

K _ =22 (t—t; 1)
Zkz:l Nk =1 =1 I—e

Para calcular las esperanzas [E,,|.[-] de las expresiones (4.25), (4.26), (4.27) y (4.28) se

requiere la distribucion de ay|Yy, &P Por el teoréma de Bayes, se tiene

2
(ak - ugp)) } <thz Yt [Yie,_y (ak)>
=1

. (») —
f(ak)Yk'h@ ) Ocexp{ 20_2( P) exXp ()\(p)’0-2(p))

20th iz

(4.29)
De nuevo la distribucion posterior (4.29) se obtiene de forma analitica cuando u(ay,t)
es lineal respecto a t. en cambio, cuando p(ay,t) no es lineal, la distribuciéon posterior
y las esperanzas requeridas en el paso M del algoritmo se aproximan mediante MCMC,
llegando asi a la variante MCMC-ECM. El algoritmo completo queda de la siguiente
forma:

En la iteracion p + 1, se genera un muestra aleatorio via MCMC

B PR B S
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Luego, la actualizacion de los parametros es:

1 K 1 M
(p+1) _ } : § : (m)
ap - K ( M ay, ) ’ (430)

k=1

_|_

(Iu((lpﬂ))z] . (4.31)

J2(10-&-1) _ i XK: i i(a(m))Q . 2M(p+1) i i/[: a(m)
‘ K k=1 M m=1 ‘ ‘ M ’

2
M (m)
M Lom=1 {(Yk‘ri,fl‘ym,, Yit; 4 (e )) }
(Aﬁz(p)) )

’ — K
AEHD — arg maxxy 71 Zk:l Z?:kl In O—E%kt |Yiee (Av 02(1))) + =
g =3 Yiet, Yt
i i—1

(4.32)
2
o \(P+1) K1k %Z%:l |:<th1 O (a](f ))) :|

2(pH1) (\ (p+1)y —
i 1 e g . (433
( ) S Tk ; — 1 — e~ 2D (ti—t; 1) (4.33)

La inferencia para este modelo se implementé en la libreria mixediffusion Montoya
Calzada et al. (2026) del software R Core Team (2025).

4.4. Inferencia para el modelo en 2 dimensiones

Suponer que se tienen K unidades experimentales, y por cada unidad se observa Y; =

(thm - th”k) - ]RnkX2. Sean ag = (akl, a,kg), a = {ak}le,

_ 1 _ 1
Ayklti - Yk,‘ti Ykh‘l)
?

AYki I thi B thifl = A _y2 y2
Yﬁti = g, 7 TRty

vy AY; = (AYg...,AYy,, ). Entonces, A = {AY,} | son los datos observados,
X = (A, a) los datos completos y @ = (pta1,02, fla2, 02, 011, 021, 092) €l vector de

parametros.
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Por lo anterior, la funciéon de verosimilitud completa es:

K
1 1 B
@0 = 11 g v { s~ 53—}
k=1 a
K n )
I H B e (4.34)
i1 im1 m 2202,
I exp 4 — (AYZ — mop(ay, af, o1, 021))2
V21 A, 03, 2N, 02,

y la funcién de log verosimilitud completa:

2 _ 2
U(®;x) = — —Z [lna 4k Hal) (i = par)® Sl - (a a;jaz) }

K ng [ 11\ 2
—§§:§:hw%+ o (45)

k=1 i=1 118t;

1 2 (Athi — map (ay, ag, 011, 021))

IS e ek |

k=1 i=1 [ 228kt

Entonces la funciéon @) resulta en:

K
1 Ea a1 — Ugt 2 Ea = i
Q(q);cp(p)) = =5 § : {lnagl + ol [ ;2 far)”] + 111(022) i ol L€ 2 Ha2) ]}
= al a2
Ko [ B [(AV - ma)]
il ag. [( kt; — M0y
ey In o2
QZZ noy + o2 A
k=1 =1 L 7
Eayey | Eayl. [(AYZ, = mop(a}, @}, o1, 00))’]
1 ag|. [( gt; — Mep(ay, ag, 011, 021
. E E In o2
2 k=1 i=1 N U%QAkti
(4.36)
Se define:
K ng E [(Ayl —m (a ))2]
1 a| kt, 1\ay
o) =-z) Ino?, + 4.37
Ql( 11) 2 k=1 i=1 H O’%lAkti ( )
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Eayl [(Aylft- - m2\1((111g, ai, o11, 021))2]

1 K ng
2 2 ) v
Q2(\/ ‘7117(7217022 5 § E Inoj, + B
022Akti

k=1 i=1

l\D

(4.38)
La actualizacion del paso M para los parametros de la distribucion de los efectos mixtos
es andloga a los modelos en una dimension, asf como la actualizacion de 03,, para oo

note que

I 2
1 K ng 1 ) Eak‘. (AYthz — m2|1(a,£, az, 011, 0'21)) i|
@) = [ 2 Z . ROz ¥ 052 Ak,

r 2
1 K Eay|. <Ayk2ti - (mg(ai) il (Ath a ml(%)))) }

— = 1 2 L
2 Z : o2 U%QAkti ’

(4.39)

(AY,fti - ( 2a2) + 22 (AY — (ab)»? _ a2y

011
021

-2, (mafad) + 2 (AY, ~ma(ad) )
2

+ (mz(ak) 221 (AYklt (allc))) (4.40)
o

= (AYthi) - QAthim2(ak) - 2AYk2t,~0_i (AYklti i ml(a}C))

T m(a2)? + 2ma(ad) 2 (AY, — ma(al) + (— (AY}, —m1<az>>) |

011

Como se busca maximizar respecto 0,1, resulta que

Qs a@ZZEaM [AY2 (AY}, —my(ab)) — ma(a2)(AYE —mi(a}))]
=t (4.41)

;‘2111 Z Z Ea [ (A, —mi(a})?]
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Al derivar ()2 respecto a g9 € igualar a 0 se tiene

00 _ L 5 S g [AVE (A, = ma(ad) - mala) BV}, — mafa})]
091 011 el i—1 (4.42)

s S [, - md)] —o

o
W k=1 i=1

S Y Bay, [AYE, (A, — ma(a})) = ma(a}) (AYE, — mu(a})]
T T Bay, | (AYE, —mu(a})’]
Zk 1D e 1 Eay). [(Ayklt - ml(%)) (AYth mg(a%))] '
S T By, | (Avie —mL(a})’]

< 0921 = 011

(4.43)
De este modo, las actualizaciones del paso M resultan en:
| X
. _
gV = 2D Eay o] (4.44)
k=1
( RS
+1) 1 ] .
oD = =3 [Bayilad] = 208V Eay fal] + (657 (4.45)
k::l
U%l(er ) = = arg max [Ql(gn) + Q2(\/ oty Ug)7 032@))} (4.46)
(r+1) _ o (p4) Zk L 2ok By [(AY), — ma(a})) (AYZE, — ma(af))] i
Zk 1D i 1 Eayl. [(Athil - ml(%)) }
n 1 2
) Zk 1 szl Ane Eak|~ |:(AYk2ti - mQ‘l(ai,ak,agH),gng ))> }
o2, P = (4.48)

>
k=1 "W
Para estimar las esperanzas de las expresiones anteriores, en la iteraciéon p + 1, para

cada unidad £ = 1,..., K, se generan muestras

al,.al™ ~ flay | Ye, @),
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via un esquema Metropolis-within-Gibbs, como se muestra enseguida:

» Inicializar a,(C ) = (aﬁﬁ) ; a](c(;)>

» Param=1,... M:

1. Simular

a,(ﬁl) ~ f (am | ag;_l), AY,, <I>(p)> (via Metropolis-Hastings).
2. Simular

al™ ~ f <ak2 | a{™, AY,, <I>(p)> (via Metropolis-Hastings).

Asi, la actualizacion del paso M resulta en

M

AR Z Zai , (4.49)

K M
| 1 m
-2 [M S (@ ™) = ot Z ai " ﬁ*”)%] (4.50)

=1l m=1
+
o max {Ql(an) + Q2(\/011,0§€),0§2(p))] 7 (4.51)
‘711
(m) (m)
L g e T S [(Am - m(e™)) (AYE, - ma(a™)) |

LS 4 T | (A%, - m(@™)’]
(4.52)

2
m m +1 +1
2 (rH1) _ Zk DY 1AMMZm 1(Ath ma (allﬂ( )ﬂ%( ) Uﬁ ),ag )>>

22
Zk:l N

(4.53)

4.5. Inferencia y construccion del indice de degrada-
cién

Para construir el indice de degradacion, Liu y Huang (2016) proponen minimizar si-

multaneamente el error de ajuste del modelo de degradacion y la varianza estimada del
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umbral de falla D). La calidad del ajuste se cuantifica mediante una suma ponderada
de los residuales del modelo polinomial.
Sea

ert = gy — Vil

el residual asociado a la unidad £ en el tiempo ¢ al ajustar el modelo de degradacion.

Sea ¢y el coeficiente de peso del residual ey, v definamos la matriz diagonal de pesos:

; nEXn
ck:dlag(cktl,...,cktnk) € R"™ k.

asi como el vector de residuales

ey = (ektU ey ektnk)—r € Rnk

El vector de efectos aleatorios para la unidad £ puede estimarse mediante un método

de minimos cuadrados ponderados:

Fk = (\Il;ckzkllk)fl (\I’;Ck2 Yk W) 9

donde Y;. € R™*/ contiene las observaciones de las .J caracteristicas de degradacion
para la unidad k y w € R” es el vector de pesos propuesto para construir el indice de
degradacion.

Los residuales ponderados se expresan como

Ck€ek = CkYk.W — Ck\Ikok = ([ — Hk) Ck}/}c.w,

donde la matriz de proyeccion asociada al ajuste ponderado es:

H; = c Vv, (\I/;—Ck2\1’k)_1 ‘IJ;—Ck € R XM,

Para capturar la variabilidad del umbral de falla entre unidades, sea Y € RX*/ la
matriz que contiene las tltimas observaciones antes de la falla para cada unidad (filas)

y cada caracteristica de degradacion (columnas). Sea

1 o)
D_K—1<I_E)

una matriz de centrado, donde I es la matriz identidad y O la matriz de unos. Sea M €
R7*/ una matriz diagonal que representa la direccién de degradacion (aqui asumida
como M = TI).
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Entonces, el problema de optimizacion para determinar los pesos 6ptimos w se formula

cOomo

K
1
min {(1 -z > (cxex) e + VWTYTDYW} : (4.54)
k=

1

sujeto a las restricciones

wM'1=1, Mw > 0,

Donde 0 < v < 1 es un parametro de ponderaciéon especificado por el usuario que
controla la importancia relativa de los dos componentes de la funcién objetivo.

Tal como se demuestra en Liu y Huang (2016), el problema (4.54) puede reformular-
se como un problema de optimizacion cuadratica con restricciones lineales, que puede
resolverse de manera eficiente mediante algoritmos estandar. La metodologia esté im-
plementada en la libreria degradr Montoya Calzada et al. (2025) en el lenguaje de
programacion R Core Team (2025).

4.6. Estimacion de la vida tatil remanente

Procesos de difusion

Los pasos para obtener la estimacion de la RUL para una unidad, para los modelos
(3.1), (3.2) y (3.17), son los siguientes:

1. Actualizar los parametros (4, 02) dada la degradacion observada de la unidad.
2. Obtener la distribucion de la RUL (1.2).

3. Utilizar dicha distribuciéon para obtener cuantiles, promedios e intervalos de pre-

diccion para la RUL.

Sin embargo, para los modelos utilizados, debido a la forma funcional de la deriva y
a los efectos aleatorios, no es posible actualizar los parametros (p,,o2), ni obtener la
distribucion de la RUL de forma analitica, por esto, la estimacion de la RUL se obtiene
mediante un enfoque de simulacion.

El proceso de estimacion del RUL para una unidad es el siguiente:
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1. para la unidad k, se genera una muestra aleatoria de tamano M.
1 M
al . al ~ flan] Y @).
2. Para cada muestra a,(gm), con m = 1,..., M, se simula la trayectoria futura del
proceso a partir del dltimo tiempo observado . y del ultimo valor observado de
la degradacion Yy, , hasta que la trayectoria alcanza por primera vez el umbral

de falla D:

{Yk(T)—i-s s > 0}7

y se registra el tiempo a la falla

T = tf{s > 0: Y,/™

k(tets) ZD}'

3. La muestra aleatoria

70D

)
T T

constituye una aproximacion Monte Carlo de la distribucion predictiva de la RUL
de la unidad k. A partir de esta muestra se estiman medidas resumen como la

media, la mediana, cuantiles e intervalos de predicciéon para la RUL.

Notar que si t. = 0 el procedimiento nos da una aproximaciéon Monte Carlo de la

distribucion del tiempo de vida.

Indice de degradacion

Una vez que se tienen estimaciones para los parametros de 'y, y 02 del modelo (3.24), las
observaciones in-situ de nuevas unidades son usadas para actualizar los pardmetros de
forma bayesiana, esto es, se utilizan los datos de degradacion observados en una unidad
que esta en funcionamiento para actualizar los pardmetros, Este enfoque fue propuesto
inicialmente por N. Gebraeel (2006), pero se implementa de forma independiente, sin
considerar la correlacion entre los parametros. Liu y Huang (2016), por otra parte,
actualiza todos los pardmetros de manera conjunta, como se muestra a continuacion:

Sea hy = (hkgy, - - -5 th"k )T la secuencia de mediciones recopiladas de la unidad k en los
tiempos t1, %9, ...%,, . Entonces, por las propiedades de la distribucién normal, se sigue

que la distribucion posterior de I'y es una normal multivariada con:
Ly | by ~ Npypr (ut, 21, (4.55)
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donde

VAR A
() ()

o2 o2
1 \I’;qjk 0y—1 -
She (e
y
iF I coo 1
g |V B e
1 tnk tzk

Donde u' es el vector de medias posteriores de los coeficientes del modelo de degradacion
y 3! es la matriz de covarianzas posterior que cuantifica la incertidumbre y dependencia
entre dichos coeficientes después de incorporar las observaciones de la unidad.

En Liu y Huang (2016), se supone que el umbral de falla es una variable aleatoria:
Dy, ~ N (u?,v?), donde u? y v? son estimados a partir de los tiempos de falla histéricos.

La trayectoria de degradacion proyectada hacia adelante se expresa como

hk(tnkth) = 9;20) + -+ el(gp) (tn, +1)" + Ek(tn, +1)5

la cual es normalmente distribuida con media

fLk(tnk-&-t) = [17 (tnk + t)? B (tnk + t)r] u17

y varianza

62(tnk+t) = [17 (tnk + t)> T (tnk + t)r]zl[la (tnk + t)a T (tnk + t)r]—r'

Entonces, la funciéon de distribucion del RUL condicionado en hy es:

~ d
Ukt +t — U

FTk\hk(t) = P<Tk <t ’ hk) =0 ————=| = (I)(g(t)) (456)

~2 d
\/ Tktn, +t +twv
~ d
Ukty, +t — U

[~ d
Okt +t +v

o1

Con
g(t) =



Dado que el tiempo a la falla es no negativo, la distribucién condicionada en T > 0 es

) -0
P(Ty <t|hg, T, > 0) = (g( )) (g(((g)( >> (4.57)
Si el umbral de falla D, es fijo, entonces
Dy, — gy, 14
P (t) = 1 = & | —=—= L) =1 — (ga(t)). (4.58)
\/ Tkt +t
Con
Dy, — gy, 14
\/ Dkt +t
Por lo tanto, la distribucion condicionada y truncada en T > 0 es
D(go(0)) — D(go(t
P(Ty <t | hy, Ty > 0) = (9:00) — 2gat)) (4.59)

P(g2(0))
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Capitulo 5
Estudio de simulacion

Con el objetivo de evaluar el desempeno de los procedimientos propuestos, en este
capitulo se realizan diversos estudios de simulacion. Los experimentos permiten analizar
el comportamiento de los estimadores obtenidos mediante los métodos de inferencia
desarrollados, asi como la capacidad predictiva de los modelos para la estimacion de la

vida 1til remanente bajo distintos escenarios de degradacion.

5.1. Proceso de Wiener

Para evaluar el desempeno de la inferencia del modelo 3.1 se simulan K = 50 unidades

de los siguientes dos procesos independientes:

dY,k = \/altdt +/20dW},, con Yih =0, (5.1)
dY2 = aldt +v10dW2, con Y2 =0, (5.2)

con
al ~ N = 5,05 =05), j=12.

Los tiempos de observacion son: con incrementos de una unidad, desde ¢ = 0 hasta
t = 5, y luego con incrementos de 0.1, para t € (5,10]. En las figuras 5.1 y 5.2 se

presenta una simulacion de ambos procesos de degradacion (5.1) y (5.2).
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Trayectorias de degradacion del proceso 1
Unidades observadas en el tiempo

150

[
=)
]

50

Nivel de degradacion

0.0 25

5.0
Tiempo

7.5

10.0

Figura 5.1: Simulacién del proceso de degradaciéon de la primera caracteristica, de K=

50 unidades, segtin la EDE (5.1).

Trayectorias de degradacion del proceso 2
Unidades observadas en el tiempo

N o
S o

Nivel de degradacion
N
o

0.0 25

5.0
Tiempo

10.0

Figura 5.2: Simulacion del proceso de degradaciéon de la primera caracteristica, de K=

50 unidades, segun la EDE (5.2).

Para tal muestra, se hace inferencia utilizando la libreria Montoya Calzada et al. (2026),

con un maximo de 50 iteraciones.

Esto se repite un total de 1000 veces para obtener una distribuciéon empirica de los

estimadores de los parametros.

Pardametro Valor real Media Bias Varianza MSE RMSE Error relativo
T 5 5.00436 0.00436  0.01604 0.01604 0.12667 0.00087
021 0.5 0.50028 0.00028  0.02618 0.02616 0.16173 0.00057
o? 20 20.00131 0.00131  0.26668 0.26641 0.51615 0.00007
L2 5 499857 -0.00143  0.03088 0.03085 0.17563 -0.00029
022 0.5 0.58372 0.08372  0.05896 0.06591 0.25674 0.16744
o3 10 9.99312 -0.00688  0.07120 0.07118 0.26680 -0.00069

Tabla 5.1: Valores estimados de los parametros del modelo de desgaste (5.1) y (5.2),

con respectivos indicadores de precision.
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Distribuciones empiricas de los estimadores

D' t b 1A d A . . .z /\2 . . .z /\2
IStribucion de p,, Distribucion de o, Distribucion de o,
200 200
150
© 150 © 150 ©
o o o
5 5 5
® 100 8 100 )
3 8 8 so
I 50 I I 50 I I I I
0 -.I I- 0 -I I- — 0 __I I-_
4.50 4.75 5.00 5.25 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 19 20 21 22
A A2 A2
S Gt Oy
D' b 1A d A . - .z /\2 . - .z /\2
Istribucion de . Distribucion de o, Distribucion de o,
150 200 150
& o &
o O 150 o
§ 100 § § 100
3 3 100 3
o 50 o g s0
= L. = <l
ol -1 He__ , s o =i N
4.4 4.8 5.2 5.6 0.5 1.0 15 2.0 9.5 10.0 10.5
A A2 A2
a2 G 2 Gy

Figura 5.3: Distribuciones empiricas de los estimadores de los parametros del modelo
de degradacion (5.1) y (5.2). La linea roja indica el respectivo valor real del parametro.

De la tabla 5.1 y la figura 5.3 se observa que, para los tres parametros del proceso
de degradacion (5.1), los estimadores presentan un desempeno satisfactorio. El sesgo
estimado y el error relativo son practicamente nulos, mientras que las distribuciones

empiricas de fiq y 67 son aproximadamente simétricas y estdn centradas en los valo-

2
@

res reales. Por otra parte, la distribuciéon de &2, exhibe una ligera asimetria positiva,
fendbmeno comun en la estimaciéon de pardmetros de varianza.

Para el proceso de degradacion (5.2), la tabla 5.1 y la figura 5.3 muestran resulta-
dos igualmente satisfactorios para p,2 y o3, cuyos estimadores presentan distribuciones
aproximadamente simétricas y centradas en los valores verdaderos. Sin embargo, la
distribucion de 62, muestra una asimetria positiva mas pronunciada y una mayor dis-
persion. Esto se refleja en el sesgo positivo observado, indicando que el procedimiento de
estimacion tiende a sobrestimar la variabilidad de los efectos aleatorios en este escenario

donde la funcion p(ag,t) no es lineal.
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5.2. Proceso de reversion a la media

Para evaluar el desempeno de la inferencia del proceso (3.2) se simul6 un proceso de

degradacion con K = 50 unidades del proceso.
dth = 075<&kt - th)dt + vV 1Odet7 YkO = O, (53)

con

ar ~ N (p, = 5,02 = 0.5).

Los tiempos de observacion son: con incrementos de una unidad, desde ¢ = 0 hasta
t =5, y luego con incrementos de 0.1, para t € (5,10]. En la figura 5.4 se presenta una

simulacién del proceso de degradacion (5.3).

Trayectorias de degradacion del proceso con reversion ala
Unidades observadas en el tiempo

IN
S

20

Nivel de degradacion

0.0 2.5 5.0 75 10.0
Tiempo

Figura 5.4: Simulacion del proceso de degradacion de la primera caracteristica, de K=
50 unidades, segun la EDE (5.3).

Para tal muestra, se hace inferencia utilizando la libreria Montoya Calzada et al. (2026),
con un maximo de 50 iteraciones.
Esto se repite un total de 1000 veces para obtener una distribuciéon empirica de los

estimadores de los parametros.

Parametro Valor real  Media Bias Varianza MSE RMSE Error relativo
[ha 5 4.96399 -0.03601  0.10926 0.11044 0.33233 -0.00720
Oq 0.5 0.47168 -0.02832  0.01220 0.01299 0.11398 -0.05663
o? 10 9.96316 -0.03684  0.08163 0.08291 0.28794 -0.00368
A 0.75 0.83231 0.08231  0.01561 0.02237 0.14956 0.10974

Tabla 5.2: Valores estimados de los pardametros del modelo de desgaste (5.3), con res-
pectivos indicadores de precision.
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Distribuciones empiricas de los estimadores

. . ., N . . » A2
Distribucion de ua Distribucién de o,
500 200
8 400 <
g g 150
300
g g 100
8 200 3
L 100 I L 50 I
5 6 7 0.2 0.4 0.6 0.8
N A2
Ha G,
2 . . an
Distribucién de & Distribucién de A

150

100
50 I
. .
0 9.5

&)

Frecuencia
Frecuencia

200
I 100 I
= o N _
0.6 0.9

10.0 10.5 11.0 0.3
A2
e "

Figura 5.5: Distribuciones empiricas de los estimadores de los parametros del modelo
de degradacion (5.3). La linea roja indica el respectivo valor real del pardmetro.
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Figura 5.6: Grafico de pares de los estimadores de los parametros del modelo de degra-
dacion (5.3).

De la tabla 5.2 y las figuras 5.5 y 5.6 se observa que los estimadores de p,, 02 y o
presentan un comportamiento satisfactorio. Las distribuciones empiricas de 62 y 62 son
aproximadamente simétricas y estan centradas en los valores verdaderos, mientras que
1, muestra una dispersion reducida, aunque con una ligera asimetria positiva.

Por otra parte, la distribucién empirica de A presenta una asimetria negativa y se
encuentra desplazada hacia valores mayores que el parametro real, lo que indica un
sesgo positivo del estimador. Ademas, la figura 5.6 muestra una fuerte dependencia
negativa entre i, y 5\, esto indica que distintos pares de valores de estos parametros
producen trayectorias de degradacion similares. Esto dificulta la estimacion precisa de

Ay explica la mayor variabilidad observada en su distribuciéon empirica.

5.3. Proceso de Wiener en 2 dimensiones

Para evaluar el desempeno de la inferencia del modelo (3.17) se simulan K = 50 unidades

del modelo:
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i (VR (VD 0 (e
(o) = () (3 o) (i) o

.
[af.a2] ~ N (1, = (5,5), S0 = diag(0.5,0.5)).

con

Los tiempos de observacion son: con incrementos de una unidad, desde ¢ = 0 hasta
t =5, y luego con incrementos de 0.1, para ¢ € (5,10]. En la figura 5.7 se presenta una

simulaciéon del proceso de degradacion (5.4).

Caracteristica 1 Caracteristica 2
Unidades observadas en el tiempo Unidades observadas en el tiempo

=
o
o
~
ol

50

50
25

Nivel de degradacién
Nivel de degradacién

0.0 25 50 75 10.0 0.0 25 5.0 75 10.0
Tiempo Tiempo

Figura 5.7: Simulacién del proceso de degradacion, de K= 50 unidades, segtin la EDE
(5.4).

Para tal muestra, se hace inferencia utilizando el algoritmo MCMC-ECM con un méa-
ximo de 50 iteraciones.
Esto se repite un total de 1000 veces para obtener una distribucién empirica de los

estimadores de los pardmetros.

Parametro Valor real Media Bias Varianza MSE RMSE Error relativo
T 5 5.00028 0.00028  0.01765 0.01764 0.13280 0.00006
031 0.5 0.49896 -0.00104 0.06672 0.06665 0.25817 -0.00207
T 5 5.00908 0.00908  0.03578 0.03583 0.18928 0.00182
022 0.5 047665 -0.02335 0.02112 0.02165 0.14713 -0.04670
o2 20 20.01927 0.01927  0.80898 0.80854 0.89919 0.00096
o5 5 499611 -0.00389  0.01838 0.01837 0.13555 -0.00078
091 3 3.00044 0.00044 0.01665 0.01664 0.12899 0.00015

Tabla 5.3: Valores estimados de los pardametros del modelo de desgaste (5.4), con res-
pectivos indicadores de precision.
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Distribuciones empiricas de los estimadores
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Figura 5.8: Distribuciones empiricas de los estimadores de los parametros del modelo
de degradacion (5.4). La linea roja indica el respectivo valor real del parametro.
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Figura 5.9: Grafico de pares de los estimadores de los parametros del modelo de degra-
dacion (5.4).

Los resultados de las simulaciones para este modelo fueron satisfactorios. De la tabla 5.3
y las figuras 5.8 y 5.9 se observa que los estimadores de todos los pardmetros presentan
sesgos practicamente nulos y errores relativos muy pequenos. Ademés, las distribuciones
empiricas son aproximadamente simétricas y estan centradas en los valores verdaderos,
lo que sugiere que el procedimiento de estimacion es capaz de recuperar adecuadamente
los parametros del modelo.
Solo en los estimadores de los parametros de la varianza de los efectos aleatorios, o2, y
02, cuyas distribuciones muestran una ligera asimetria positiva y una dispersion mayor
que la observada en los parametros de localizacion. Este comportamiento es habitual
en la estimacién de parametros de varianza.
Por otra parte, la figura 5.9 muestra una fuerte dependencia positiva entre los estima-
dores de o7 y 091, con una correlaciéon aproximada de 0.903. Esto indica que ambos

parametros tienden a compensarse mutuamente durante el proceso de estimacion, lo
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que podria incrementar la variabilidad de los estimadores aun cuando no se observe un

sesgo apreciable.

5.4. Vida til remanente con el proceso de Wiener

Se simulan K = 100 unidades hasta el fallo D = 50 del modelo

dYy = apdt +V5dWyy, Yio =0, (5.5)

con efectos aleatorios

ar ~ N (p, = 5,02 = 0.5).

La solucion de la EDE (5.5) dados ay y Yo es:

Yie = agt + V5 Wiy (5.6)

Se simula desde t; = 0 con incrementos de 0.1. Se registra el tiempo en el que cada
unidad cruzo el nivel critico D = 50 y se trunca la degradacion observada de cada
unidad en un tiempo aleatorio ¢ € [4, ¢ qu,). Asi, se obtiene la siguiente muestra donde
se simula un escenario donde todas las unidades tienen censura.

Degradacion
Unidades observadas en el tiempo

Nivel de degradacion

Tiempo

Figura 5.10: Trayectorias de degradacion simuladas para K = 100 unidades. La linea
roja indica el nivel critico de falla y las trayectorias terminan en distintos instantes
debido a la presencia de censura.

Para tal muestra, se hace inferencia de los parametros utilizando la libreria mixedif-
fusion, luego, se estima la distribucion de la RUL para cada unidad como se mostro en
el capitulo anterior y se toma la mediana como prediccion puntual de la RUL. También

se estima la RUL con un modelo de reversion a la media (3.2) con p(ag,t) = axt y con
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el fin de tener una comparacion, también se utiliza un modelo de regresiéon polinomial
de grado 1 con efectos mixtos implementado en la libreria degradr Montoya Calzada
et al. (2025).

Para comparar la calidad de las predicciones de la RUL se utilizara el Error cuadratico
(SE) y el error absoluto (AE) definidos a continuaciéon. Para una unidad k se define el

error cuadratico como:

SE), = (RULy, — RUL))? (5.7)

y el error absoluto como:

AE, = |RULy, — RULy|, (5.8)

donde RU Ly, es el tiempo de vida 1til remanente observado de la unidad & y RU Ly es
la vida 1til remanente estimada para la unidad k.
A partir de los errores individuales se calculan las siguientes medidas de desempeno. El

error cuadratico medio (MSE) se define como

K
1
MSE = — ; SEj, (5.9)

donde K es el namero total de unidades evaluadas.
La wvariabilidad de los errores cuadraticos se cuantifica mediante la varianza de los
errores cuadraticos (VAR SE), definida por

K
VARSE = ——— ; (SE;, — MSE)? (5.10)

De manera analoga, el error absoluto medio (MAE) se define como

K
1
MAE = ?ZAEk, (5.11)

y la variabilidad de los errores absolutos se mide mediante la varianza de los errores

absolutos (VAR AE), dada por

K
1 2
VARAE = —— ;(AEk — MAE)?. (5.12)
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RUL real vs RUL estimado

Estimacién mediante la mediana
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Figura 5.11: Diagrama de dispersion entre la RUL real y la mediana de la distribucion
predictiva de la RUL obtenida con el modelo de Wiener.
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Figura 5.12: Diagrama de dispersion entre la RUL real y la mediana de la distribucion
predictiva de la RUL obtenida con el modelo de reversion a la media.
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RUL real vs RUL estimado

Estimacién mediante la mediana

50 A °
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Figura 5.13: Diagrama de dispersion entre la RUL real y la mediana de la distribucion
predictiva de la RUL obtenida con el modelo de regresion.

Modelo MSE VARSE MAE VAR AE
Wiener 1.3483 9.5971  0.791 0.7299
Reversiéon a la medio 1.8755  14.1006 1.0191 0.8453
Regresion 3.262 133.1717 1.1069 2.0573

Tabla 5.4: Desempeno de los modelos.

De las figuras 5.11, 5.12 y 5.13 se puede observar que, en general, los tres modelos
presentan un buen desempeno en la estimacion de la RUL. Como se esperaria, existe
mayor variabilidad en las predicciones de las unidades con valores de RUL mayores.
Esto se debe a que dichas unidades se encuentran todavia lejos del umbral de falla vy,
por lo tanto, la informaciéon observada sobre su trayectoria de degradaciéon es menor, y
es de esperar una mayor incertidumbre en la prediccion de la RUL para esas unidades.
Ademés, como se esperaria, el modelo con mejores resultados es el modelo del cual fue
generada la muestra, seguido del proceso de reversion a la media (4.24) y por ultimo, el
modelo con peor desempeno fue el modelo de regresion del paquete Montoya Calzada
et al. (2025).
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5.5. Vida n1til remanente con el proceso de reversiéon

a la media

Se simulan K = 100 unidades hasta el fallo D = 50 del modelo
dYye = 0.75(agt — Yig)dt + V10dWyy,  Yio =0, (5.13)

con efectos aleatorios
ap ~ N (g = 5,02 = 0.5).

La solucion a la EDE (5.13) dados ay y Yio es:

1 e 0 orse [ o7
s | V10 55 Wi
: ‘”“( 0.75 ~ 0.75 ) VS /0 i ke

Se simula desde ty = 0 con incrementos de 0.1. Se registra el tiempo en el que cada
unidad cruzo el nivel critico D y se trunca la degradacion observada de cada unidad en
un tiempo aleatorio ¢t € [4,tsq,). Asi, se obtiene la siguiente muestra donde se simula
un escenario donde todas las unidades tienen censura.

Degradacion
Unidades observadas en el tiempo

N
S

w
S

20

10

Nivel de degradacién

Tiempo

Figura 5.14: Trayectorias de degradacion simuladas para K = 100 unidades. La linea
roja indica el nivel critico de falla y las trayectorias terminan en distintos instantes
debido a la presencia de censura.

Para esta muestra muestra, se hace inferencia de los parametros utilizando la libreria
mixediffusion, luego, se estima la RUL. También se estima la RUL con un modelo
Wiener (3.1) con p(ag,t) = ai y con el fin de tener una comparacion, también se utiliza
un modelo de regresion polinomial de grado 1 con efectos mixtos implementado en la
libreria degradr Montoya Calzada et al. (2025).
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RUL real vs RUL estimado

Estimacién mediante la mediana
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Figura 5.15: Diagrama de dispersion entre la RUL real y la mediana de la distribucion
predictiva de la RUL obtenida con el modelo de reversion a la media.
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Figura 5.16: Diagrama de dispersion entre la RUL real y la mediana de la distribucion
predictiva de la RUL obtenida con el modelo Wiener.
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RUL real vs RUL estimado
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Figura 5.17: Diagrama de dispersion entre la RUL real y la mediana de la distribucion
predictiva de la RUL obtenida con el modelo de regresion.

Modelo MSE VAR SE MAE VAR AE
Reversion a la medio 1.095949 2.224375  0.8334 0.4054484
Wiener 1.7006 3.9341  1.0736 0.5534
Regresion 4.640521 71.28896 1.63726  1.979699

Tabla 5.5: Desempeno de los modelos.

De las 5.15, 5.16 y 5.17 vemos que de nuevo, los dos modelos de difusiéon tienen un
buen desempeno, pero el modelo de regresiéon tiende a sobre estimar la RUL, en los
tres casos hay una clara relacion lineal y, a diferencia del caso anterior, no se observa
de manera tan evidente que la varianza crezca para unidades con RUL mayor. Y de
nuevo, el mejor desempeno lo tuvo el modelo del cual se generaron las muestras y el
peor desempeno fue el modelo de regresion, esto muestra que, cuando los datos tienen
dindmicas temporales mas complejas, los modelos de regresiéon pueden llegar a tener
complicaciones, pues, el modelo Wiener, aun no siendo el modelo de donde se generaron
las muestras, tiene resultados buenos. Este comportamiento también se pudo ver en el
ejemplo anterior, donde el modelo de reversion a la media sigue siendo competitivo, atn
cuando las muestras no fueron generadas con dicho modelo y, el modelo de regresiéon

también obtuvo resultados deficientes.
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5.6. Vida 1til remanente con el proceso de Wiener en

2 dimensiones

Se simulan K = 100 unidades hasta el fallo D = (120, 50), definiendo el fallo como el
instante en que ambas caracteristicas alcanzan sus respectivos niveles criticos, bajo el

modelo

dYL Jalt 20 0 AW} ,
kt — ak dt + \/_ kt , ijo = O’ j = 1, 2. (514)
A az 311D AW,

Con efectos aleatorios
-
[k a2] ~Ns (1, = (5,5), S0 = diag(0.5,0.5)).

La solucion de la EDE (5.14) es:

9
v, :Yklo+§\/a}€t3/2+\/2_0W,§t, (5.15)
Y2 =Y2 4 at +3WL + V5 W2, (5.16)

Se simula desde t; = 0 con incrementos de 0.1, se registra el tiempo en el que cada
unidad cruzo el nivel critico D y se trunca la degradacién observada de cada unidad en
un tiempo aleatorio t € [4,trqu,). Asi, se obtiene la siguiente muestra donde se simula

un escenario donde todas las unidades tienen censura.
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Caracteristica 1 Caracteristica 2

Unidades observadas en el tiempo Unidades observadas en el tiempo
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Figura 5.18: Trayectorias de degradacion simuladas para K = 100 unidades. La linea
roja indica el nivel critico de falla y las trayectorias terminan en distintos instantes
debido a la presencia de censura.

Para tal muestra, se estiman los parametros, luego, se estima la RUL para cada unidad.
También se estiman los parametros suponiendo que las caracteristicas de degradacion
son independientes, es decir, para cada caracteristica se estima un modelo unidimensio-
nal con el paquete mixediffusion y se obtiene una estimacion para la RUL para cada
unidad.
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Figura 5.19: Diagrama de dispersion entre la RUL real y la mediana de la distribuciéon
predictiva de la RUL obtenida con el modelo Wiener con dependencia.
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RUL real vs RUL estimado
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Figura 5.20: Diagrama de dispersion entre la RUL real y la mediana de la distribucion
predictiva de la RUL obtenida con el modelo Wiener independiente.

Modelo MSE VAR SE MAE VAR AE
Wiener con dependencia 1.2536 3.7515 0.8749 0.4931
Wiener independiente 6.436  42.7062 2.2763 1.2671

Tabla 5.6: Desempeno de los modelos.

De las figuras 5.19 y 5.20 se ve de nuevo el comportamiento esperado de aumento
de varianza para unidades con mayor RUL, y el modelo que considera dependencia
entre las caracteristicas de degradacion obtiene un mejor resultado en comparacion
con el modelo que asume independencia, este ultimo tiende a subestimar la RUL, lo
que deja en evidencia que ignorar las posibles dependencias entre las caracteristicas de

degradacion puede llevar a resultados menos precisos.
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Capitulo 6
Aplicacion

En este capitulo, los métodos desarrollados en esta tesis se aplican a conjuntos de
datos reales con el objetivo de evaluar su utilidad practica. En particular, se consideran
datos de filtros industriales y del conjunto de datos C-MAPSS de motores turbofan.
Los resultados obtenidos permiten comparar el desempeno de los distintos modelos en

problemas de estimacion de la vida til remanente.

6.1. Filtros industriales

El conjunto de datos sobre filtros industriales Hagmeyer, Mauthe y Zeiler (2021) se
origina a partir de un proceso de degradacion relevante en aplicaciones industriales.
Los filtros presentan un deterioro gradual debido a la acumulacién de particulas, lo
que permite monitorear su condicion y estimar el momento en que dejaran de cumplir
su funcién. Por ello, constituyen un caso representativo de Prognostics and Health
Management (PHM), area dedicada al monitoreo de la salud de los sistemas y a la
prediccion de su vida util remanente (RUL). El proceso de degradacion observado es
la obstrucciéon de los filtros al separar las particulas solidas del gas. Para ello se utiliza
un banco de pruebas, que realiza pruebas automatizadas de la vida 1til de los medios
filtrantes. Para las pruebas, se emplea polvo que cumple con la norma ISO 12103-1 y
con una distribucién de tamano de particula conocida. El medio filtrante empleado esta
hecho de material de fibra no tejida orientado aleatoriamente.

Este conjunto de datos fue disenado para representar la transicion de una estrategia de
mantenimiento preventivo hacia una estrategia de mantenimiento predictivo en filtros
industriales. En este escenario, los reemplazos se realizan inicialmente a intervalos fijos,

sin considerar el estado real del componente, mientras que el mantenimiento predictivo
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busca utilizar la condiciéon observada del sistema y la estimacion de la vida ttil rema-
nente para planificar las intervenciones. Para ayudar a la realizaciéon del mantenimiento
predictivo se han registrado los ciclos de vida de la aplicacion estudiada. Sin embargo, el
mantenimiento preventivo implementado hasta ahora hace que se reemplacen después
de un periodo de tiempo fijo, independientemente del estado de la pieza degradada. Co-
mo resultado, el tiempo de la vida 1til no se conoce para la mayoria de los registros y,
por lo tanto, estan censurados por la derecha. Los datos de entrenamiento asi indicados

son ejecuciones registradas del filtro hasta un intervalo de reemplazo.

Conjunto de entrenamiento
Filtros observados en el tiempo

600

400

200

Presién diferencial

0 50 100 150
Tiempo

Figura 6.1: Datos de entrenamiento del conjunto de datos de filtros industriales.

Conjunto de prueba
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Figura 6.2: Datos de prueba del conjunto de datos de filtros industriales.

Para este conjunto de datos se evaluard el desempeno de distintos modelos para la
prediccion del RUL, los modelos (3.1) y (3.2) y el clasico modelo de regresion polinomial
de efectos mixtos de la linbreria Montoya Calzada et al. (2025). En primer lugar, se
ajustara un modelo Para el modelo de Wiener (3.1), se considera una deriva dependiente

del tiempo dada por
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plag,t) = ait.
Al resolver la EDE (3.1), se obtiene

2

Yie = Yio + akE + oW

Por otro lado, para el modelo de reversion a la media (3.2), se considera

plag,t) = apt?.

Al resolver (3.2), la solucion es

2t 2 2
Yir = Yige ™ + ay, (tQ -+

t
—At —At As
— — —e¢ + oe /e AW s.
A A2 A2 ) 0

Finalmente, se considerard un modelo de regresiéon polinomial cuadrética, el modelo

que esta implementado en degradr.

RUL real vs RUL estimado
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Figura 6.3: Diagrama de dispersion entre la RUL real y la mediana de la distribuciéon
predictiva de la RUL obtenida con el modelo Wiener.
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RUL real vs RUL estimado
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Figura 6.4: Diagrama de dispersion entre la RUL real y la mediana de la distribucion
predictiva de la RUL obtenida con el modelo de reversion a la media.
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Figura 6.5: Diagrama de dispersion entre la RUL real y la mediana de la distribuciéon
predictiva de la RUL obtenida con el modelo de regresion.
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Modelo MSE VAR SE MAE VAR AE

Wiener 475.4576 1155950 14.733  263.6697
Reversion a la media 210.5331 414546.1 8.411 142.6409
Regresion 617.8459 1746429 15.82107 375.0404

Tabla 6.1: Comparaciéon del desempeno predictivo de los modelos para la estimacion de
la RUL en el conjunto de datos de filtros industriales.

De las figuras 6.3, 6.4 y 6.5 se ve el comportamiento esperado de mayor varianza en
unidades con RUL mayor, presentando una mayor variabilidad el modelo de regresion
junto con la tabla 6.1 se puede ver que el modelo que hace mejores predicciones es el

proceso de reversion a la media.

6.2. Motores turbofan

El conjunto de datos de motores turbofan fue desarrollado por la NASA utilizando el
simulador Commercial Modular Aero-Propulsion System Simulation (C-MAPSS) Fre-
derick, DeCastro y Litt (2007), con el objetivo de generar trayectorias de degradacion
realistas para el estudio de algoritmos de prondstico del RUL Saxena et al. (2008). El
sistema simulado corresponde a un motor turbofan comercial de gran escala, en el cual
se modela la degradacion progresiva de distintos moédulos del motor, particularmente
del compresor de alta presion (High Pressure Compressor, HPC), mediante cambios en
parametros de eficiencia y flujo.

El conjunto de datos consiste en series temporales multivariadas obtenidas a partir
de diversos sensores del motor durante diferentes ciclos de operaciéon. Cada unidad
representa un motor distinto operando bajo condiciones variables. A medida que avanza
el tiempo, el motor experimenta degradaciéon progresiva hasta alcanzar una condiciéon
de fallo.

La degradacion fue generada artificialmente mediante modelos exponenciales de pér-
dida de eficiencia y flujo, incorporando ademés ruido de proceso y ruido de medicion
para simular condiciones mas cercanas a aplicaciones reales. El conjunto de datos de
entrenamiento incluyen trayectorias completas hasta el fallo y el conjunto de prueba
tiene trayectorias censuradas a a la derecha, es decir, antes de alcanzar el final de su
vida util. Esto hace que este conjunto de datos sea ampliamente utilizado en problemas

de mantenimiento predictivo, pronéstico y modelado de degradacion.
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Simbolo Descripcion Unidades
T2 Temperatura total en la entrada del ventilador °R
T24 Temperatura total a la salida del LPC °R
T30 Temperatura total a la salida del HPC °R
T50 Temperatura total a la salida del LPT °R
P2 Presion en la entrada del ventilador psia
P15 Presion total en el conducto de bypass psia
P30 Presion total a la salida del HPC psia
Nt Velocidad fisica del ventilador rpm
Nc Velocidad fisica del nicleo rpm
epr Relacion de presion del motor (P50/P2) -

Ps30 Presion estatica a la salida del HPC psia
phi Relacion entre flujo de combustible y Ps30 pps/psi
NRf Velocidad corregida del ventilador rpm
NRc Velocidad corregida del nticleo rpm
BPR Relacion de bypass —
farB Relacion combustible-aire del quemador —
htBleed Entalpia de purga —

Nf dmd Velocidad demandada del ventilador rpm

PCNfR_dmd | Velocidad corregida demandada del ventilador rpm
W3l Sangrado de refrigeracion del HPT Ibm /s
W32 Sangrado de refrigeracion del LPT Ibm /s

Tabla 6.2: Variables operacionales y mediciones de sensores del conjunto de datos C-
MAPSS.
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Temperatura total a la salida del LPT Velocidad corregida del ventilador
1440

2388.3
1430

1420 2388.2

Unidad
—1
— 2

3 2388.1

T50
NRf

1410

1400

2388.0

1390

2387.9

Figura 6.6: Mediciones de los sensores T5H0 y NRf para tres unidades observadas hasta
la falla.

En la modelacion de estos datos se considera tres modelos. El primero corresponde
al modelo Wiener bivariado con efectos aleatorios (3.17). Los otros dos modelos son
basados en el indice de degradacion (3.24), estimados mediante la libreria degradr.
La diferencia principal entre los modelos de indice de degradacion considerados es el
numero de variables utilizadas: el primero emplea inicamente dos variables, las mismas
que el modelo Wiener, mientras que el segundo incorpora un conjunto mas amplio de
sensores.

Tanto para el modelo Wiener bivariado, como para el primer modelo de indice de
degradacion se utilizaron las variables 750 y NRf. La variable T'50 es la temperatura
total de la salida de la turbina de baja presién, mientras que NRf corresponde a
la velocidad corregida del ventilador. La seleccion de estas variables no responde a
un proceso exhaustivo de biisqueda de la mejor combinacién posible de sensores. Un
analisis orientado especificamente al conjunto de datos C-MAPSS podria considerar
distintas combinaciones. Sin embargo, el objetivo de esta aplicaciéon no es optimizar la
seleccion de 2 variables para C-MAPSS, sino ilustrar y comparar el comportamiento de

los modelos propuestos utilizando la misma informacién de entrada.
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Antes del ajuste del modelo Wiener, ambas variables fueron transformadas mediante
Y =log{l + Y, —min(Y/)},  j=1.2

El modelo Wiener bivariado se especificé considerando, para cada componente, una

deriva instantanea lineal en el tiempo. Para la unidad k y la componente j, se consider6

Una diferencia importante entre el modelo Wiener y los modelos basados en indice de
degradacion es el tratamiento del umbral de fallo. En el modelo Wiener bivariado fue
necesario especificar explicitamente un vector de niveles criticos de fallo para las dos
componentes. En esta aplicacion, dicho umbral se definié utilizando la mediana de los
valores finales observados en las unidades del conjunto de entrenamiento.

Como segundo modelo se ajustdé un indice de degradacion utilizando tnicamente las
variables 750 vy NRf. Este modelo construye una representaciéon unidimensional de
la degradacion a partir de las variables observadas y estima la RUL con base en la
evolucion del indice de degradacién. A diferencia del modelo Wiener, este enfoque no
requiere que el usuario especifique manualmente un umbral de fallo para cada variable.
Finalmente, se ajust6 un tercer modelo de indice de degradacion utilizando un conjunto

mas amplio de variables. En este caso se consideraron las variables
124, T50, P30, Nf, Ps30, phi, NRf, BPR, htBleed, W31, W32.

Con el objetivo de orientar sus trayectorias en una direccion compatible con el incre-
mento del deterioro, algunas variables fueron multiplicadas por —1, especificamente
P30, phi, W31y W32.
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RUL real vs RUL estimado
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Figura 6.7: Diagrama de dispersion entre la RUL real y la mediana de la distribucion
predictiva de la RUL obtenida con el modelo de Wiener con las variables 750 y NRf.

RUL real vs RUL estimado
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Figura 6.8: Diagrama de dispersion entre la RUL real y la mediana de la distribuciéon
predictiva de la RUL obtenida con el indice con las variables Th0 y NRf.
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RUL real vs RUL estimado
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Figura 6.9: Diagrama de dispersion entre la RUL real y la mediana de la distribucion
predictiva de la RUL obtenida con el indice con 11 variables.

Modelo MSE VAR SE MAE VAR AE
Wiener 2846.903 94008709  36.695 1515.535
Indice de degradacion 2 sensores 833.123 3191563 21.1340  390.382
Indice de degradacion 11 sensores  563.863 1824240 15.9590  312.295

Tabla 6.3: Comparacion del desempeno predictivo de los modelos para la estimacion de
la RUL en el conjunto de datos C-MAPSS.

Los resultados muestran que el modelo Wiener bivariado presenta el peor desempeno
predictivo entre los tres modelos considerados. En particular, obtiene el mayor MSE y
el mayor MAE, lo que indica que sus predicciones puntuales de la RUL se alejan més
del valor real. Ademés, la varianza de los errores cuadraticos y absolutos es considera-
blemente mayor, sugiriendo una menor estabilidad entre unidades.

El indice de degradaciéon construido con dos sensores mejora de forma importante el
desempeno respecto al modelo Wiener. Al utilizar las mismas variables, 750 y NRf,
este resultado sugiere que la representaciéon mediante un indice de degradacién captura,
en este conjunto de datos, de manera mas efectiva la evolucion global de la degradacion.
Ademés, al no requerir la especificacion manual de un umbral de fallo por variable, evita
una fuente adicional de incertidumbre presente en el modelo Wiener.

El mejor desempeno se obtiene con el indice de degradacion construido a partir de

11 sensores. Este modelo alcanza el menor MSE y el menor MAE, con una reducciéon
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clara respecto al indice de degradacion de dos sensores. Esto indica que incorporar
més informacion del sistema permite caracterizar mejor el estado de degradacion de las
unidades y mejora la precision en la estimacion del RUL.

En conjunto, los resultados para este conjunto de datos favorecen a los modelos basados
en indice de degradacion, especialmente al modelo multivariado. La reducciéon simul-
tanea del error promedio y de la variabilidad de los errores sugiere que este enfoque

produce predicciones més precisas y mas estables para el conjunto datos C-MAPSS.
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Discusion de resultados

En los estudios de simulacion, en particular en la inferencia, se puedo ver un buen
desempeno para estimar los pardametros en la mayoria de los modelos, sin embargo, la
inferencia para el parametro de reversion a la media del modelo (3.2) si tiene complica-
ciones, se pudo ver una clara tendencia a sobre estimar tal parametro. En el estudio de
simulacion para estimar la RUL, los resultados fueron satisfactorios, pues los modelos
sf son capaces de estimar la RUL en presencia de datos censurados, en todos los casos
el modelo que obtuvo mejor desempeno fue el modelo del cual fue generada la muestra.
En la aplicaciéon de los modelos a los conjuntos de datos se pudo ver que, los resulta-
dos dependen en gran medida de las caracteristicas de los datos, para el caso de los
filtros industriales, en general el proceso Wiener como un modelo de regresién son bue-
nas aproximaciones, pero el proceso de reversiéon a la media logré un desempeno muy
superior.

Respecto a la estimacion de la RUL, los resultados muestran que el enfoque basado en
simulacion Monte Carlo es una alternativa para obtener una estimacion de la distribu-
cion de la RUL, lo ctial permite obtener medidas como la media, mediana, cuantiles, etc.
Sin embargo es costosa computacionalmente y lleva tiempo, en aplicaciones donde se
necesite una prediccion en tiempo real (in-situ) el método deja de ser viable, en cambio,
para los modelos de regresion y el indice de degradacion, obtener una prediccion del
RUL in-situ es viable, lo que facilita su aplicaciéon en esos escenarios donde se requiere
tener una prediccion rapida.

Por otro lado, en el caso de los motores turbofan, el uso de un indice de degradacion
resulta 1til debido a la presencia de miltiples sensores. Al resumir varias senales en
una sola trayectoria, el problema se vuelve més manejable desde el punto de vista de
la modelacién. Sin embargo, este enfoque también tiene una restriccién importante:
para construir adecuadamente el indice se requiere informaciéon de unidades que hayan
llegado hasta el fallo. Esto limita su uso en muchos escenarios donde obtener muestras

de unidades que hallan llegado hasta el fallo puede ser muy costoso en tiempo y dinero.
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La comparacion entre los modelos muestra que no existe un tnico superior en todos
los escenarios. Los indices de degradacion son practicos cuando se dispone de varias
caracteristicas y observaciones hasta el fallo, mientras que los procesos estocasticos
ofrecen cierta ventaja cuando se trabaja con datos censurados. Por lo tanto, la eleccion
del modelo debe depender del tipo de datos disponibles y del objetivo del analisis.

Finalmente, los resultados también muestran que la implementacién computacional es
una parte fundamental del trabajo. Aunque los modelos basados en procesos estocés-
ticos tienen una base tedrica solida, su aplicacion préctica requiere herramientas que
permitan estimar parametros, simular trayectorias y calcular el RUL. En ese sentido,
los paquetes degradr y mixediffusion permiten que los métodos estudiados puedan
utilizarse de manera reproducible, facilitando su aplicacién en otros conjuntos de datos

y dejando una base para desarrollos posteriores.
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Conclusiones

En esta tesis se desarroll6 un marco de modelaciéon para fenémenos de degradacion me-
diante procesos estocasticos, considerando tanto modelos univariados como una exten-
sion bivariada y un indice de degradacion. La idea principal fue modelar la evolucion del
deterioro como un proceso aleatorio dinamico en el tiempo y que presenta variabilidad
entre las unidades experimentales. Esta forma de modelar resulta natural en problemas
de degradacion, ya que en aplicaciones reales no todas las unidades se deterioran de
la misma manera, ni las trayectorias observadas siguen siempre un comportamiento
completamente suave.

Los modelos que se trabajaron en esta tesis tienen efectos aleatorios, lo que permite
modelar heterogeneidad entre unidades. Se trabajé con modelos basados en el proceso
de Wiener y en un proceso de reversion a la media. El modelo Wiener resulta ttil cuando
las caracteristicas presentan una tendencia de degradacion con fluctuaciones aleatorias
y el modelo de reversiéon a la media permite modelar caracteristicas que siguen, en
promedio, una tendencia junto con oscilaciones alrededor de ella.

En la inferencia, debido a los afectos aleatorios en la deriva de los modelos (3.1), (3.1)
y (3.17), la funcion de verosimilitud resultante es muy compleja. Por esto, el algoritmo
EM y sus variantes son una herramienta adecuada para la inferencia de los modelos.
En la inferencia, el paso E del algoritmo, de manera general, no se puede obtener de
forma analitica. Por lo tanto se utilizo6 el algoritmo MCMC-EM. Las simulaciones via
MCMC aumentan el costo computacional de la inferencia, pero, da mayor flexibilidad
en los modelos que se pueden construir.

Una parte importante del trabajo fue la estimacion del RUL. En los modelos propuestos,
debido a la forma funcional de la deriva y a la presencia de efectos aleatorios, la distri-
bucion de la vida 1atil remanente no se puede obtener de manera analitica. Por lo tanto,
se utiliz6 un enfoque basado en simulacion Monte Carlo. Primero se simula via MCMC
muestras de la distribuciéon posterior de los efectos aleatorios dada la informacion dis-

ponible, después, se simulan trayectorias hasta el fallo. Esta estrategia permite obtener
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una distribucion predictiva del RUL lo que hace posible obtener algunas medidas de
interes, como la mediana, la media, algiin cuantil o intervalos de prediccion.

Los estudios de simulaciéon en la inferencia mostraron que la implementacion de los
algoritmos pueden recuperar de forma razonable los parametros en la mayoria de los
casos. Tambien se pudo observar el comportamiento de los estimadores y del procedi-
miento de prediccion del RUL cuando se trabaja con datos censurados. Ser capaces de
trabajar con datos censurados resulta de mucho interés, pues, en la practica, muchas
veces no se cuenta con unidades que hallan llegado hasta el fallo. Por esto, una ventaja
de los procesos estocésticos es que pueden ser ajustados y utilizados aun cuando las
unidades no hayan alcanzado el umbral critico, solo teniendo informacion parcial de su
trayectoria.

En las aplicaciones con datos reales se observd que no existe un modelo que sea mejor
para todos los conjuntos de datos. El desempeno depende de las caracteristicas de los
conjuntos de datos, por tal motivo resulta de valor tener variad de modelos. Para los
datos de filtros industriales, los cuales son, en su mayoria, son datos censurados, resulto
de utilidad tener modelos capaces de modelar tales datos. En cambio, en los datos de
motores turbofan, el uso del indice de degradacién permite fusionar caracteristicas de
degradacion y hacer predicciones del RUL de manera muy sencilla y precisa.

Sin embargo, el uso de indices de degradacién que se utilizé tiene una limitacion: para
construirlo se requiere una muestra de unidades que ya hayan llegado hasta el fallo,
pues la metodologia que se utiliz6 minimiza de manera conjunta el ajuste del modelo
v la variabilidad del umbral de falla. Esta es una posible limitacion, pues en ocasiones,
obtener muestras de unidades hasta el fallo puede ser muy costoso en recursos y tiempo,
incluso imposible. A diferencia de los modelos basados en procesos estocasticos que si
pueden trabajar directamente con datos censurados.

En general, el indice de degradacion resulta ser una buena opcién cuando se tienen miil-
tiples caracteristicas de degradacion y se cuenta con unidades que han llegado hasta el
fallo. Sus ventajas principales son que: reducen la dimension del problema y se obtienen
estimaciones de la RUL de manera muy rapida, sin necesidad de hacer simulaciones.
Por otro lado, los procesos estocésticos permiten modelar de forma explicita la dina-
mica temporal y la incertidumbre del proceso de degradacion, aunque a costa de una
inferencia més compleja y de un mayor esfuerzo computacional.

Otro resultado importante de la tesis fue la implementacién computacional de los méto-
dos estudiados. Parte del problema con estos modelos no es solamente teérico, también

es practico, los modelos utilizados para modelar degradacion son atractivos, pero en
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muchos contextos, su uso puede llegar a ser limitado si no existen herramientas acce-
sibles que faciliten su implementacion. En este trabajo, esta parte se aborddé mediante
el desarrollo y publicaciéon de dos paquetes de R: degradr, orientado a la construccion
de indices de degradacion y modelacion de degradacion a partir de multiples carac-
teristicas, y mixediffusion, enfocado en la inferencia para procesos de difusiéon con
efectos aleatorios. Por lo tanto, los modelos que se trabajaron en esta tesis quedan co-
mo herramientas disponibles para que otros usuarios puedan aplicarlos de manera mas
simple.

Finalmente, esta tesis muestra que los procesos estocasticos son una herramienta flexi-
ble para modelar fenémenos de degradacion y estimar la RUL en contextos donde existe
variabilidad temporal, heterogeneidad entre unidades y censura. Ademas, la implemen-
tacion computacional en R contribuye a que estos modelos puedan utilizarse de forma
accesible, sin que el usuario tenga que desarrollar desde cero todo el procedimiento. Co-
mo trabajo futuro, queda abierta la posibilidad de extender el modelo bivariado (3.17)
a mas de dos senales, mejorar la eficiencia computacional de los algoritmos MCMC-EM
asi como estudiar estrategias hibridas que combinen la capacidad de reduccion de di-
mension de los indices de degradacién con la estructura probabilistica de los procesos

estocasticos.
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