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una de las formas de ondas propuestas. Se emplea un tren de pulsos
compuesto por 5 ciclos completos de la onda a una frecuencia de 15
KHz. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

4.2. Resultados comparativos de las estimaciones obtenidas con el método
propuesto, un sensor ultrasónico y un sensor infrarrojo. Cada experi-
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Resumen

En este trabajo se presenta el desarrollo de un método para la localización y mapeo
simultáneo por un robot móvil de cuatro ruedas empleando sonido para el recono-
cimiento de su entorno. Se muestra la implementación de un prototipo funcional de
robot móvil aśı como de los algoritmos de estimación cinemática, medición y mapeo
con sensores de obstáculos empleando sonido. Aśı mismo, el trabajo se integra con
tres resultados publicados relacionados con la totalidad del proyecto. El art́ıculo
’A template-based algorithm by geometric means for the automatic and efficient
recognition of music chords’[12], integra fundamentos del procesamiento digital de
audio basado en filtros de Gabor y un ejemplo de uso en el análisis y clasificación
de acordes musicales. Aśı mismo, presenta las técnicas empleadas posteriormente
para la estimación de rango de obstáculos basada en eco-localización. La publica-
ción ’Artificial neural network based positioning error modeling and compensation
for low-cost encoders of four-wheeled vehicles’[11] describe la metodoloǵıa propues-
ta para la compensación del error de estimación de la posición de un veh́ıculo de
cuatro ruedas. Los resultados de este trabajo se incluyeron en el algoritmo de SLAM
propuesto dentro de la etapa de localización del robot móvil. Se basó la estimación
y compensación del error producido por los materiales y el entorno en un modelo
de redes neuronales artificiales. El trabajo publicado como ’A method for obstacle-
range estimation based on echo-location using high end sound with applications’[13]
presenta la metodoloǵıa y algoritmo propuesto para un sistema de estimación de
rango basado en sonido de alta frecuencia dentro del espectro audible. En él se pro-
pone un sistema encaminado a ser empleado en la etapa de mediciones dentro del
algoritmo de SLAM propuesto. Por último, se muestran las conclusiones generales
del trabajo realizado y posibles lineas de investigación derivadas de los resultados
obtenidos.
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Abstract

This document presents the development of a method for simultaneous localiza-
tion and mapping by a four-wheeled mobile robot using sound for environment
recognition. A functional prototype of a mobile robot is implemented, along with
the kinematic estimation, measurement, and mapping algorithms using sound-based
obstacle sensors. Additionally, this work integrates three published results related to
the entire project. The article ’A template-based algorithm by geometric means for
the automatic and efficient recognition of music chords’[12] incorporates fundamen-
tals of digital audio processing based on Gabor filters and provides an example of its
use in the analysis and classification of musical chords. Furthermore, it presents the
techniques later used for obstacle range estimation based on echolocation. The publi-
cation ’Artificial neural network based positioning error modeling and compensation
for low-cost encoders of four-wheeled vehicles’ [11] describes the proposed methodo-
logy for compensating the positioning estimation error of a four-wheeled vehicle. The
results of this work were incorporated into the proposed SLAM algorithm within the
localization stage of the mobile robot. The estimation and compensation of errors
caused by materials and the environment were based on an artificial neural net-
work model. The work published as ’A method for obstacle-range estimation based
on echo-location using high-end sound with applications’[13] presents the proposed
methodology and algorithm for a range estimation system based on high-frequency
sound within the audible spectrum. This system is intended for use in the measure-
ment stage of the proposed SLAM algorithm. Finally, the general conclusions of the
research are presented, along with possible future research directions derived from
the obtained results.
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Introducción

Un robot es una máquina capaz de realizar acciones complejas de manera au-
tomática. Aśı mismo, un robot autónomo es un robot que puede ejecutar sus accio-
nes con cierto grado de independencia. Algunas caracteŕısticas que cumple un robot
autónomo son:

Obtiene información de su entorno.

Funciona por largos periodos de tiempo sin intervención del humano.

Interactúa con su entorno sin asistencia humana.

La navegación en robótica consiste en el campo de estudio del cómo es la manera
en que se relaciona un agente o robot con los elementos que componen su entorno,
esto con una multitud de objetivos previamente establecidos. Las tareas más impor-
tantes dentro del campo de la navegación son la localización y reconocimiento de
parte del agente robótico y el mapeo del entorno en el cual éste transita.

Los procesos de localización, reconocimiento y mapeo se reúnen en el concepto de
SLAM (por sus siglas en inglés Simultaneous Localization and Mapping), el cual es
un problema de la geometŕıa computacional y la robótica que se encarga de construir
o actualizar el mapa de un ambiente desconocido mientras registra la localización del
agente o veh́ıculo. Existen diversos medios para el análisis y recreación de entornos
a través de la exploración con robots los cuales están basados principalmente en
visión computacional y el procesamiento de audio.

Planteamiento del problema

El desarrollo de algoritmos eficientes de mapeo, localización y navegación permi-
te su implementación en robots móviles (por ejemplo veh́ıculos de cuatro ruedas),
los cuales pueden ser empleados en el diseño de planos de entornos inaccesibles para
el hombre, construcción de robots de servicio o asistentes para emergencias.
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Dentro del proceso de localización y navegación a través de un entorno desco-
nocido, los medios principales para reconocer el ambiente y tomar decisiones son la
visión y el sonido.
Si bien que la visión podŕıa considerarse el medio más inmediato para el contacto
con el medio, el sonido en el entorno y sus interacciones proporcionan una enorme
cantidad de información que puede ser explotada.

Aśı pues, algunos casos donde el procesamiento de audio significa un proceso
importante para un sistema de reconocimiento, navegación y mapeo:

El procesamiento de audio puede implicar un menor número de recursos compu-
tacionales.

Uso en medios donde se carece de visibilidad.

El procesamiento en binomio de visión-sonido propiciaŕıa el desarrollo de sis-
temas más precisos.

Es mas fácilmente implementado en dispositivos de apoyo para personas con
alguna discapacidad.

Objetivo general

El objetivo general es diseñar un algoritmo usando la interacción de las ondas de
sonido con el medio a partir del cual un robot autónomo móvil reconozca su entorno.

Objetivos particulares

Desarrollar un prototipo de robot móvil que hará de agente dentro de un
proceso de localización y mapeo simultáneo.

Implementar los algoritmos de estimación cinemática, medición y mapeo con
sensores de obstáculos empleando sonido.

Implementar una metodoloǵıa de ajuste de error en la estimación de posición
del veh́ıculo involucrado en el proceso de SLAM propuesto.

Desarrollar un algoritmo que a través de la interacción de las ondas de sonido
con el entorno dé una descripción del mismo.

Obtener un mapeo inicial de un entorno dadas las implementaciones de algo-
ritmos y prototipos propuestos.

12



Desarrollo de la tesis

El presente trabajo se integra de la siguiente manera:

En el Caṕıtulo 1 se desarrollan las bases teóricas que sustentan los trabajos pu-
blicados aśı como el contexto de los mismos dentro de la totalidad del proyecto de
investigación propuesto.

El Caṕıtulo 2 presenta los resultados publicados en el art́ıculo A template-based
algorithm by geometric means for the automatic and efficient recognition of music
chords [12]. Se integran fundamentos del procesamiento digital de audio basado en
filtros de Gabor y un ejemplo de uso en el análisis y clasificación de acordes musica-
les. Aśı mismo, presenta las técnicas empleadas posteriormente para la estimación
de rango de obstáculos basada en eco-localización.

En el Caṕıtulo 3 se describe la metodoloǵıa propuesta para la compensación del
error de estimación de la posición de un veh́ıculo de cuatro ruedas. El algoritmo y
resultados corresponden a la publicación Artificial neural network-based positioning
error modeling and compensation for low-cost encoders of four-wheeled vehicles [11].
Los resultados de este trabajo se incluyeron en algoritmo de SLAM propuesto dentro
de la etapa de localización del robot móvil. Se basó la estimación y compensación
del error producido por los materiales y el entorno en un modelo de redes neuronales
artificiales.

El Caṕıtulo 4 presenta la metodoloǵıa y algoritmo propuesto para un sistema de
estimación de rango basado en sonido de alta frecuencia dentro del espectro audible.
Los resultados fueron publicados en A method for obstacle-range estimation based
on echo-location using high-end sound with applications [13]. El trabajo propone un
sistema encaminado a ser empleado en la etapa de mediciones dentro del algoritmo
de SLAM propuesto.

Por último, el Caṕıtulo 5 muestra las conclusiones generales del trabajo realizado
y posibles ĺıneas de investigación derivadas de los resultados obtenidos.
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Caṕıtulo 1

Localización y mapeo simultáneo

La localización y mapeo simultáneo (por sus siglas en inglés SLAM) se encamina
a la solución del problema de obtener un mapeo espacial de un entorno, mientras
que de manera simultánea se obtiene la localización del robot con respecto a este
modelo. La construcción de métodos robustos para el mapeo de entornos sin estruc-
tura, dinámicos o de gran escala aún se presenta como un caso de estudio abierto [38].

El problema SLAM se define como:
Dado un robot móvil dentro de un entorno desconocido, este arranca en una po-
sición inicial x0. Su movimiento cuenta con cierta incertidumbre lo cual provoca,
de manera gradual, que sea más dif́ıcil determinar su posición actual en función
de un marco de referencia global. Conforme el robot deambula, éste puede tomar
mediciones del entorno a través de un sensor con ruido inherente. Aśı, la finalidad
consiste en construir un mapa del entorno mientras el robot determina su posición
de manera simultánea, de manera relativa al mapa y basado en datos con ruido.

Las tres tendencias principales para resolución del problema son[37]:

Filtro de Kalman extendido.

Filtro de part́ıculas.

Técnicas de optimización basadas en grafos.

La precisión en los sistemas robóticos, y en particular en los algoritmos SLAM
es fundamental. La primicia consiste en diseñar sistemas inteligentes que asistan en
la toma de decisiones de los dispositivos de control, sustentados en modelos de la
incertidumbre intŕınseca de los fenómenos del mundo f́ısico, aśı como los factores
que contribuyen a los mismos. Algunos de estos factores son:
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La incertidumbre del entorno de un robot es impredecible, particularmente en
entornos dinámicos o que no están estructurados en una forma en particular.

Los sensores se limitan para lo que están diseñados para medir. Aśı mismo,
se agregan limitaciones de ı́ndole f́ısica, de resolución o de ruido al cual están
sometidos.

Los actuadores de los robots presentan incertidumbre en su funcionamiento,
debido a ruido, desgaste o fallas mecánicas.

Los modelos en śı mismos son una aproximación del mundo real. Aśı pues,
de manera inherente, cuentan con un error que generan incertidumbre en el
funcionamiento de sistemas basados en procesos f́ısicos.

1.1. Robótica probabiĺıstica

La robótica probabiĺıstica es un acercamiento hacia el diseño e implementación
de sistemas de control tomando en cuenta la incertidumbre que presentan estos
sistemas y emplearla tal cual usando cálculos de teoŕıa de la probabilidad.

Aśı pues, los algoritmos probabiĺısticos representan la información en forma de
distribuciones de probabilidad sobre la totalidad de un espacio de estados dinámi-
cos, proporcionando un grado de certidumbre a cada uno basado en un sustento
matemático.

Basados en este paradigma, se abordan dos problemas dentro de la robótica:
percepción del robot y control y planeación.

1.2. Estimación recursiva de estados

Un sistema f́ısico puede ser modelado matemáticamente como un conjunto de
entradas, salidas y variables de estado relacionadas entre śı. Las variables de estado
son parámetros dentro del sistema dinámico que evolucionan a lo largo del tiempo
y cuyos valores dependen del valor que tienen en un tiempo determinado aśı como
del valor de los parámetros de entrada del sistema. Aśı mismo, los valores de salida
dependen de los valores de las variables de estado.

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t)

y(t) = C(t)x(t) +D(t)u(t)

donde ẋ(t) es el vector de estado cambiante en el tiempo (no siempre observable
directamente), u(t) es la entrada de control del sistema, y es la salida medible, y A,
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B, C, D son matrices que describen la dinámica del sistema.

La base de la robótica probabiĺıstica está en estimar estados a partir de la in-
formación obtenida por sensores. La estimación de estados parte del problema de
estimar datos que no son directamente observables a partir de información prove-
niente de sensores o que no son enteramente créıbles por diferentes factores como
el ruido. Sin embargo, se asume que esta información puede ser inferida con cierta
precisión.

El grado de confianza (o por su expresión en inglés belief ) dentro del contexto de
la robótica probabiĺıstica, refleja la certeza interna de un robot acerca de un estado
de su entorno en un momento determinado. El belief se representa a través de una
probabilidad condicional donde su distribución es una probabilidad a posteriori sobre
las variables de estado, y condicionadas a los datos disponibles.

Se define el belief sobre una variable de estado xt como la distribución de pro-
babilidad a posteriori en el tiempo t condicionada a todas las mediciones pasadas,
la medición actual y todos los controles pasados y el actual como:

bel(xt) = p(xt|z1:t, u1:t)

donde z1:t corresponde a la serie de mediciones observadas desde la primer ins-
tante hasta el tiempo t y u1:t los controles correspondientes para cada instante de
tiempo desde el inicio hasta el tiempo t.

Aśı mismo, se establece como predicción, al cálculo de la distribución de proba-
bilidad de un estado xt dadas las mediciones pasadas y el control actual y controles
pasados, definiéndose como:

bel(xt) = p(xt|z1:t−1, u1:t)

donde zt−1:t corresponde a la serie de mediciones observadas desde el inicio hasta
un instante previo al tiempo t.

El cálculo de bel(xt) es llamado corrección o actualización de medición y bel(xt)
predicción.

1.3. Filtro de Bayes

Dentro de la teoŕıa de procesos estocásticos, el filtrado consiste en el problema
de determinar el estado de un sistema a partir de un conjunto de observaciones ya
sea incompleto o que potencialmente ha sido sometido a ruido[36]. Este problema
puede ser abordado mediante el cálculo de certidumbre o belief sobre los estados
presentes en un sistema dinámico.
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Para fines prácticos y de complejidad computacional se asume que los sistemas
a resolver cumplen con el principio de Markov:
La distribución de probabilidad del valor futuro de una variable aleatoria depende
únicamente de su valor actual.
Por ende, la representación y análisis de los sistemas dinámicos dentro del espacio
de estados puede analizarse desde la perspectiva de un proceso de Markov[36].

El algoritmo más general para el cálculo de beliefs en un sistema dinámico robóti-
co está dado por el algoritmo de filtrado de Bayes. Este algoritmo calcula las distri-
buciones de certidumbre a partir de datos de control y mediciones.

Bayes_Filter(bel(xt−1),ut,zt):
for all xt do

bel(xt) =
∫
p(xt|ut, xt−1)dxt−1

bel(xt) = ηp(zt|xt)bel(xt)
endfor

return bel(xt)

Donde bel(xt−1) es el valor del belief a priori, ut es la función de control aplicada
al sistema robótico, zt las mediciones recabadas por los sensores, η un factor de
normalización de probabilidad y bel(xt) el belief a posteriori. Aśı pues, la estimación
de beliefs se realiza de manera recursiva.

Aśı pues, dentro del proceso de filtrado estocástico podemos identificar dos eta-
pas: La etapa de predicción y la etapa de corrección. Estos pasos están definidos
cada uno por un modelo de movimiento y un modelo de medición, donde a partir
de cada uno se obtiene una probabilidad de transición sobre las cuales se realiza la
estimación del estado real del sistema dinámico. Estos dos procesos son identificados
dentro del filtro de Markov en la estimación de bel(xt) y bel(xt).

1.4. Predicción: estimación de la posición de un

robot móvil

Una de las tareas más importantes dentro de las aplicaciones de robots móviles,
consiste en estimar la distancia recorrida por este mismo, y por consiguiente su ubi-
cación después de un movimiento.

La navegación con base a estimadores (en inglés referido como dead reckoning)
consiste en procedimiento matemáticos y computacionales cuya finalidad es la de
estimar la ubicación actual de un veh́ıculo en función de su estado pasado y del
rumbo y velocidad de sus movimientos a lo largo del tiempo, donde dicha información
es obtenida únicamente a través de sensores a bordo del veh́ıculo.
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De igual manera, se emplean modelos matemáticos para la estimación de la posi-
ción de un robot móvil, visualizándolo como un subsistema compuesto por elementos
cinemáticos y dinámicos[18][26][3]. De acuerdo a [18], para un robot móvil con di-
rección por derrape (por sus siglas en inglés SSMR Skid-Steering Mobile Robot), se
puede construir su modelo cinemático asumiendo que el veh́ıculo se encuentra en
una superficie plana y dada una base ortonormal.

Los movimientos básicos de un Skid-Steering Mobile Robot tomando en cuenta
la velocidad angular de las llantas de cada lado del veh́ıculo son:

Movimiento hacia adelante (Forward): Ambas ruedas giran en la misma direc-
ción y a la misma velocidad angular (ω1 == ω2). El robot se mueve en ĺınea
recta hacia adelante.

Movimiento hacia atrás (Backward): Ambas ruedas giran en la misma dirección
pero en sentido contrario al movimiento hacia adelante, y a la misma velocidad
angular (−ω1 == −ω2). El robot se mueve en ĺınea recta hacia atrás.

Giro en el lugar (Rotación en el punto, Zero-radius turn):Las ruedas giran en
direcciones opuestas (ω1 == −ω2). El robot gira sobre su propio eje (centro
de rotación en el centro del robot).

Giro con radio de curvatura (Curved motion): Las ruedas giran en la misma
dirección pero a velocidades angulares diferentes (ω1 ̸= ω2). El robot describe
una trayectoria curva con un radio de curvatura determinado por la diferencia
de velocidades.

Movimiento lateral (Skidding): Dependiendo de la fricción y el diseño del robot,
es posible generar un movimiento lateral deslizante intŕınseco a la inercia del
robot.

Ahora, suponiendo que el robot se mueve en el plano con una velocidad lineal
dentro su marco de referencia local como v = [v,x , vy, 0]T y gira con una velocidad
angular ω = [0, 0, ω]. Si q = [X, Y, θ]T es el vector de coordenadas globales del robot,
entonces [Ẋ, Ẏ , θ̇]T denota el vector de velocidades en función de las coordenadas
globales del mismo. La Figura 1.1 muestra el diagrama del robot, su marco local y
global de referencia, aśı como los vectores de velocidad y posición del mismo. Aśı
mismo de la Figura 1.1 se pueden relacionar las variables Ẋ y Ẏ con las coordenadas
del vector local de velocidad como:

Ẋ =
[
cos θ − sin θ

]
Ẏ =

[
sin θ cos θ

]
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Figura 1.1: Esquema del modelo cinemático para un robot móvil con dirección por
derrape (SSMR Skid-Steering Mobile Robot)[18]. COM (Center of Mass).

Figura 1.2: Cálculo de la velocidad de una llanta[18].

Suponiendo que cada i-ésima llanta del veh́ıculo gira con una velocidad angular
ωi(t), donde i = 1, 2, 3, 4, ésta puede verse como una entrada de control del veh́ıculo.
Asumiendo un derrape lateral nulo del robot, se puede asumir la relación:

vix = riωi

Donde vix es el componente longitudinal del vector total de velocidad vi de la
i-ésima llanta y ri denota el radio de la llanta. La Figura 1.2 muestra una represen-
tación gráfica de una llanta y los vectores que actúan en ella.

Tomando en cuenta el centro de rotación instantáneo (en inglés ICR Instanta-
neous Center of Rotation) dadas las cuatro llantas en el movimiento del veh́ıculo y
asumiendo el radio efectivo de cada llanta ri = r, podemos escribir:
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ωω =

[
ωL

ωR

]
=

1

r

[
vL
vR

]
Donde ωL y ωR son las velocidades angulares de las llantas izquierdas y derechas

respectivamente. Aśı, podemos resumir lo anterior en las expresiones:

ψ =

[
vx
ωz

]
= r

[
ωL+ωR

2
ωR−ωL

2c

]
Donde ψ es una nueva entrada de control cinemático del veh́ıculo. La velocidad

generalizada q̇ puede escribirse como:

q̇ = S(q)ψ

donde

S(q) =

cos(θ) xICR sin(θ)
sin(θ) −xICR cos(θ)

0 1


Con lo anterior como referencia, la cinemática en la robótica probabiĺıstica con-

siste en un conjunto de técnicas para describir el efecto de las acciones ejercidas en
un robot y en cómo se refleja en su configuración o pose. Los modelos cinemáticos
probabiĺısticos, o modelos de movimiento, de forma resumida tratan de describir
la transición de estados de un robot con base en el control de acción cinemática
ejercido sobre el mismo y al estado anterior a la acción. Esto puede ser modelado
mediante una función de densidad condicional:

p(xt|ut, xt−1)

Donde xt es el estado a estimar, ut la función de control cinemática y xt−1 la
posición anterior del robot.

Uno de los métodos más utilizados de localización en robótica es con base de
modelos odométricos.
La odometŕıa son técnicas en las cuales las estimaciones de cambio en posición
de un veh́ıculo son calculadas basadas en conteos de sensores o encoders instalados
en las ruedas. El funcionamiento del sensor se fundamenta en un un arreglo de una
fuente de luz (por lo regular infrarroja) y un foto-sensor separados entre śı por un
disco con muescas que permite o no el paso de la luz a través de él. El giro del
disco produce un cambio constante en la salida del foto-sensor, la cual es entrada
de un comparador para aśı generar una señal para ser procesada posteriormente. La
Figura 1.3 muestra la disposición de los elementos de un encoder óptico aśı como la
base de su funcionamiento. A través de la señal producida por el encoder, puede ser
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Figura 1.3: Esquema del funcionamiento de un encoder óptico.

estimada la distancia lineal que recorre una llanta con dicho encoder instalado. La
distancia es en teoŕıa una correspondencia lineal dada por:

∆l = Dπ
ticks

µ

Donde ∆l corresponde a la estimación de distancia lineal recorrida por una llanta,
D el diámetro de la llanta, ticks el conteo de pulsos detectado por el encoder y µ
el número total de huecos con el cual cuenta el disco del encoder. A pesar que la
estimación es trivial en su forma, en una aplicación práctica, diferentes factores como
los componentes del sensor, ruido, las condiciones f́ısicas a las cuales se somete o
el procesador de la señal producida por el encoder puede resultar en estimaciones
erróneas que a largo plazo significaŕıa un error acumulado considerable. Este tema
será abordado tanto en el algoritmo propuesto de SLAM como en el Caṕıtulo 3.

1.5. Corrección: actualización mediante sensores

El segundo paso involucrado en la estimación de estados basada en el filtros de
Bayes aplicados en robótica corresponde al proceso de corrección (o actualización).
Durante esta etapa se incorporan las mediciones obtenidas por los sensores del robot,
refinando el valor de belief sobre un estado en particular. Aśı pues, dado un estado
o posición del robot xt, éste recibe una medición de sus sensores zt la cual se asume
está sometida a ruido. El proceso de corrección actualiza la certeza o belief acerca
de su posición siguiendo la regla de Bayes:
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P (xt|zt) =
P (zt|xt) · P (xt)

P (zt)

donde P (xt|zt) corresponde al belief a posteriori después de incorporar las medi-
ciones del sensor, P (zt|xt) es la probabilidad de obtener dicha medición en la posición
dada, P (xt) corresponde al valor de belief obtenido del proceso de predicción y P (zt)
corresponde a la probabilidad marginal de las mediciones zt. No se incluyen los con-
troles ut por conveniencia para enfocarse en la etapa de corrección. Este término
representa la probabilidad total de observar la medición zt y en este caso funciona
como factor de normalización en la expresión. En secciones más adelante será in-
troducido este concepto dentro del algoritmo SLAM propuesto y su relación con el
art́ıculo descrito en el Caṕıtulo 4.

1.6. FastSLAM

El algoritmo FastSLAM emplea filtros de part́ıculas para la estimación del ca-
mino recorrido por un robot móvil. Aśı mismo, una de las restricciones del método
es asumir que cada uno de los de los errores que afectan a los elementos del mapa a
construir son condicionalmente independientes.

Un filtro de part́ıculas es un método de estimación secuencial de estados en sis-
temas dinámicos no lineales y no gaussianos. El filtro emplea algoritmos basados en
muestras (part́ıculas) para aproximar distribuciones de probabilidad que evolucionan
a lo largo del tiempo. Un filtro de part́ıculas aproxima la distribución a posteriori
mediante este conjunto de part́ıculas y sus pesos asociados, siguiendo las siguientes
etapas dentro del proceso: Inicialización, predicción, actualización, normalización y
re-muestreo.

Una de las ventajas clave del algoritmo FastSLAM consiste en que lleva un
registro de múltiples relaciones de datos y estimaciones por part́ıculas. Esto hace al
método mas robusto y paralelizable. Aśı mismo, como es mencionado en [37] ofrece
una alternativa adaptable a diferentes casos de uso y evita los cálculos matriciales
complejos que se presentan en propuestas como el uso de Unscented Kalman Filters
(UKF) para resolver el problema de SLAM[37].
Por otro lado, dada la naturaleza continua de un mapa, se requiere algún mecanismo
para discretizar el entorno a ser estimado. Por ello se toma como base un mapa vaćıo
de un número de celdas o rejas finito (del inglés grid) que corresponden a un estado
del sistema bien definido en el espacio. En cada movimiento del robot, se actualiza
cada una de las celdas en función de los controles de movimiento y lecturas de los
sensores del veh́ıculo.
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Para poder adaptar el algoritmo FastSLAM a una estimación con base a celdas,
es suficiente con cumplir con tres pasos mostrados en el siguiente pseudo-código:

fastSLAM_OccupancyGrid(χt−1,ut,zt):
for k = 1 to M do

x
[k]
t = sample_motion_model(ut,x

[k]
t−1)

ω
[k]
t = measurement_model_map(zt,x

[k]
t ,m

[k]
t−1)

m
[k]
t = update_occupancy_grid(zt,x

[k]
t ,m

[k]
t−1)

χt = χt + ⟨x[k]t ,m
[k]
t , ω

[k]
t ⟩

endfor

for k = 1 to M do

draw i with probability ∝ ω
[k]
t

add ⟨x[k]t ,m
[k]
t ⟩ to χt

endfor

return χt

donde χt corresponde a un grupo de part́ıculas en un tiempo dado, χt−1 el mismo
grupo en un tiempo previo, M el tamaño del conjunto de part́ıculas, k el ı́ndice de
una part́ıcula en el grupo y mt el mapa en el tiempo t.

La función sample motion model realiza un muestreo de un modelo de movimien-
to, measurement model map realiza una estimación del mapa para cada part́ıcula
dada las lecturas obtenidas de los sensores y update occupancy grid calcula y actua-
liza los pesos de importancia por cada part́ıcula actualizando el estado de cada celda
en función de la posición estimada y las mediciones obtenidas en los dos procesos
anteriores. La última sección del pseudo-código ejemplifica el re-muestreo en función
de los pesos actualizados.

1.6.1. Modelo odométrico de movimiento

El modelo odométrico de movimiento en inglés (Odometry motion model) em-
plea las mediciones odométricas como base para estimar los cambios de posición de
un robot a lo largo del tiempo, donde una de sus caracteŕısticas es que estima el
movimiento en retrospectiva.

Con el modelo propuesto, la trayectoria recorrida por un robot en un intervalo
de tiempo dado después de una acción de movimiento se modela mediante tres
estados[37]: un giro inicial, una traslación y una segunda rotación. Cada uno de
estos movimientos se asumen están sujetos a ruido. La trayectoria propuesta se
muestra en la Figura 1.4.

El pseudo-código del modelo propuesto está dado por:

Motion_Model_Odometry(xt,ut,xt−1):
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Figura 1.4: Forma de la trayectoria propuesta en el modelo odométrico de
movimiento[37].

δrot1 = atan2(y
′ − y, x

′ − x) − θ

δtrans =
√

(x− x
′
)2 + (y − y

′
)2

δrot2 = θ
′

− θ − δrot1

δ̂rot1 = δrot1−sample(α1δ̂
2
rot1 + α2δ̂

2
trans)

δ̂trans = δtrans−sample(α3δ̂
2
trans + α4δ̂

2
rot1 + α4δ̂

2
rot2)

δ̂rot2 = δrot2−sample(δ̂rot2, α1δ̂
2
rot2 + α2δ̂

2
trans)

x
′

= x+ δ̂trans cos(θ + δ̂rot1)

y
′

= y + δ̂trans sin(θ + δ̂rot1)

θ
′

= θ + δ̂rot1 + δ̂rot2

return x′t = (x′, y
′
, θ

′
)

Donde el control ut está dado por (xt−1, xt), con xt−1 = (x, y, θ) y xt = (x
′
, y

′
, θ

′

)

1.6.2. Percepción del robot

Los modelos de medición del entorno son el segundo paso empleado en el proceso
de estimación y mapeo propuesto. Estos métodos proporcionan una estimación del
entorno en función de las mediciones de rango obtenidas por los sensores a bordo
del robot y de la posición previamente estimada, a su vez que toma en cuenta el
ruido al cual están sometidos los sensores. Estos sensores suelen estar basados en
visión, luz o sonido. Durante el presente trabajo se emplearon sensores ultrasónicos
y se propuso un sistema basado en sonido de alta frecuencia descrito en el Capitulo
4.
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El modelo de SLAM propuesto incluye cuatro tipos de errores a los cuales están
sometidos los sensores de rango:

Correcta estimación de rango con ruido local de medición, modelado por una
distribución gaussiana (ρhit).

Objetos inesperados en el mapa, que corresponden a objetos que posiblemente
se encuentran en movimiento y pueden generar errores de rango fortuitos. Está
modelado por una distribución exponencial (ρshort).

Fallos en medición. Por lo regular corresponden al rango máximo que es ob-
tenido por el sensor cuando ocurre algún error en la estimación. Es modelado
mediante una distribución punto-masa centrada en el rango máximo que puede
ser medido por el sensor de rango (ρmax).

Mediciones aleatorias. Son mediciones obtenidas por razones inexplicables y es
modelada mediante una distribución uniforme distribuida a lo largo de todo
el rango del sensor (0 al rango máximo obtenible por el sensor)(ρrand).

Estas cuatro distribuciones son mezcladas mediante una media ponderada, defi-
nida por los parámetros zhit, zshort, zmax, zrand con zhit + zshort + zmax + zrand = 1.
Aśı pues, la k-ésima medición z en un conjunto de mediciones de tamaño K, en un
tiempo t está definida por la probabilidad condicional:

p(zkt |xt,m) =


zhit
zshort
zmax

zrand


T

·


ρhit(z

k
t |xt,m)

ρshort(z
k
t |xt,m)

ρmax(zkt |xt,m)
ρrand(z

k
t |xt,m)


La Figura 1.5 muestra como se ve la distribución de error propuesta.

1.6.3. Campos de probabilidad para sensores de rango

Una vez definida la forma del error supuesto en las mediciones del robot, se toma
el método que estima el entorno del veh́ıculo en función de su posición y las lecturas
de sus sensores.
El algoritmo de campos de probabilidad para sensores de rango (del inglés Likelihood
Field Range Finder Model) consiste en proyectar los puntos detectados por un sensor
de rango en las coordenadas globales de un mapa. Para esto, es necesario conocer la
relación entre las coordenadas relativas dentro del marco del robot a coordenadas
globales, permitiendo conocer donde el rayo del sensor se origina y hacia donde
finalmente apunta. Empleando esta metodoloǵıa se puede calcular la probabilidad
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Figura 1.5: Distribución del error propuesto para el método FastSLAM[37] para un
sensor de distancia.

de obtener una medición dada en función de una posición previamente estimada. El
pseudo-código está dado por:

Likelihood_Field_Range_Finder_Model(zt,xt,m):

q = 1
for all k do

if zkt ̸= zmax

xzkt = x+ xk,sens cos θ − yk,sens sin θ + zkt cos(θ + θk,sens)

yzkt = y + yk,sens cos θ + xk,sens sin θ + zkt sin(θ + θk,sens)

dist = mı́nx′ ,y′

{√
(xzkt − x′)2 + (yzkt − y′)2|⟨x′

, y
′⟩ occuped in m

}
q = q · (zhit · prob(dist, σhit) + zrandom

zmax
)

return q

donde la función prob(dist, σhit) calcula la probabilidad de dist bajo una distri-
bución gaussiana centrada en cero y una desviación estándar de σhit y emplea una
distancia euclidiana para encontrar el vecino mas cercano.

1.6.4. Occupancy grid mapping

La finalidad de el algoritmo de estimación de ocupación de mapa en reja es
calcular una distribución a posteriori a lo largo de un mapa discretizado (rejas o
celdas) dado un conjunto de datos:

p(m|z1:t, x1:t)
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donde m es el mapa, que puede ser definido como un conjunto de celdas mi, z1:t
el conjunto de mediciones hasta un tiempo t y x1:t la trayectoria recorrida por un
robot descrito en forma de poses ⟨xt, yt, θt⟩. Aśı mismo, a cada celda mi se le puede
adjudicar un valor que indica si la celda está ocupada (1) o no (0). Con esto, puede
descomponerse el problema completo de la estimación de distribución del mapa, en
un conjunto de problemas binarios de estado estático, que corresponden a cada una
de las celdas. Aśı pues, la distribución total del mapa puede ser aproximada a través
del producto de sus marginales con base a cada una de las celdas y su relación con
sus vecinos:

p(m|z1:t, x1:t) =
∏
i

p(mi|z1:t, x1:t)

El algoritmo para la actualización de la distribución de probabilidades de un
mapa discretizado en reja y basado en un filtro de Bayes está dado como:

Occupancy_Grid_Mapping(lt−1,i,xt,zt):
for all cells mi do

if mi in perceptual field of zt then

lt,i = lt−1,i + inverse sensor model(mi, xt, zt) − l0
else

lt,i = lt−1,i

endif

endfor

return lt,i

donde el lt,i es la función logit para representar la ocupación de una celda definida
como:

lt,i = log
p(mi|z1:t, x1:t)

1 − p(mi|z1:t, x1:t)

y la probabilidad de cada celda es obtenida a como:

p(mi|z1:t, x1:t) = 1 − 1

1 + exp {lt,i}

El algoritmo definido en el pseudo-código Occupancy Grid Mapping itera sobre
cada una de las celdas i del mapa m, y actualiza aquellas que caen dentro del cono
de la medición zt del sensor de rango mostrado en la Figura 1.6.

El pseudo-código Inverse Range Sensor Model calcula el modelo inverso deter-
minando el ı́ndice del rayo de medición k y el rango r para el centro de masa de la
celda mi. El pseudo-código es:
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Figura 1.6: Modelo del cono de medición de un sensor de rango[37]. El cono muestra
tres zonas importantes: en gris celdas del mapa que no se tiene suficiente certeza que
están ocupadas, celdas en claro que representa celdas libres de obstáculos y celdas
oscuras que indican con mayor certeza que están ocupadas.

Inverse_Range_Sensor_Model(mi,xt,zt):

r =
√

(xi − x)2 + (yi − y)2

ϕ = arctan 2(yi − y, xi − x) − θ
k = arg mı́nj |ϕ− θj,sens|
if r > mı́n(zmax, z

k
t + α/2) or |ϕ− θk,sens| > β/2 then

return l0
if zkt < zmax and |r − zkt | < α/2

return locc
if r ≤ zkt

return lfree
endif

donde l0 es el logit para representar la ocupación incierta de una celda, locc es
el logit para representar la ocupación de una celda, lfree es el logit para representar
una celda libre, el ancho de la región del cono del sensor está controlado por α y el
ángulo de apertura por β.

Dado el contexto del proyecto de investigación tratado, los caṕıtulos siguientes
2, 3 y 4 muestran los art́ıculos publicados que fueron resultado del desarrollo del
tema de investigación.
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Caṕıtulo 2

Algoritmo para el reconocimiento
automático de acordes musicales
usando plantillas basadas en la
media geométrica

El objetivo principal de este trabajo de tesis es explorar y aplicar técnicas de
eco-localización en robots. Una parte crucial de este proyecto de investigación es la
capacidad de detectar frecuencias espećıficas dentro de una señal de audio, aśı como
identificar sus caracteŕısticas fundamentales. Este proceso no solo es esencial para
la eco-localización, sino que también tiene aplicaciones en el campo de la acústica y
el procesamiento de señales.

Para ilustrar la efectividad y precisión de las herramientas de análisis de señales,
se propone como caso de estudio la aplicación de estas técnicas en la identificación de
acordes dentro de un archivo de audio. La detección de acordes implica el reconoci-
miento de combinaciones de frecuencias sonoras que corresponden a notas musicales
simultáneas. Esta tarea requiere un análisis preciso de las frecuencias presentes en la
señal de audio, lo que demuestra la capacidad de las herramientas de análisis utiliza-
das para manejar señales complejas en condiciones reales. Además, la identificación
de acordes no solo resalta la aplicabilidad del algoritmo en el ámbito musical, sino
que también establece una base para la utilización de la eco-localización en sistemas
robóticos, donde la identificación precisa de señales acústicas especificas es crucial
para tareas de navegación y detección en entornos no estructurados.

31
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2.1. Marco teórico

El procesamiento digital de audio en robótica es fundamental para la interacción
de un agente robótico y su entorno. Los robots pueden usar el sonido para detectar
obstáculos, identificar fuentes de sonido, localizar objetos en un entorno ruidoso o
limitados en visión. Diferentes herramientas matemáticas como la transformada de
Fourier o filtros digitales son empleados dentro de aplicaciones de localización de
sonido o detección de anomaĺıas.

2.1.1. Análisis en frecuencia

Tanto en señales periódicas como no periódicas, es posible realizar un análisis
frecuencial. Éste consiste en descomponer la señal en componentes sinusoidales y
determinar su distribución en el dominio de la frecuencia. Entre las herramientas
más importantes para este análisis destaca la transformada de Fourier, que permite
obtener el espectro de la señal, representando su enerǵıa en función de la frecuencia.

La transformada de Fourier

La transformada de Fourier parte del supuesto de que una señal no periódica
puede considerarse como una señal periódica con un periodo infinito. En este caso,
los componentes armónicos de la serie de Fourier se distribuyen de manera continua.

Definición 2.1.1 Sea x(t) una función continua, no periódica e integrable. Su trans-
formada de Fourier está definida como:

X(f) =

∫ ∞

−∞
x(t)e−j2πft dt

La transformada inversa se define como:

x(t) =

∫ ∞

−∞
X(f)ej2πft df

La transformada discreta de Fourier

Considerando una secuencia finita x[n] de N muestras en el dominio del tiempo,
donde n = 0, 1, 2, . . . , N − 1, se tienen las siguientes definiciones:

Definición 2.1.2 Sea x[n] una secuencia discreta. Su transformada discreta de
Fourier está definida como:

X[k] =
N−1∑
n=0

x[n]e−j 2π
N

kn, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1
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y su inversa se define como:

x[n] =
1

N

N−1∑
k=0

X[k]e−j 2π
N

kn, n = 0, 1, 2, . . . , N − 1

La transformada rápida de Fourier

La transformada discreta de Fourier es una importante herramienta en el proce-
samiento y análisis de señales digitales. Sin embargo, el cálculo directo de la trans-
formada siguiendo la definición 2.1.2 implica una complejidad computacional O(N2)
lo cual es costoso para señales largas. La transformada rápida de Fourier basada en
el algoritmo de Cooley–Tukey, (en inglés Fast Fourier Transform FFT), optimiza
el cálculo siguiendo un paradigma de ’divide y vencerás’ recursivo, reduciendo la
complejidad a O(N logN), sustentado en la propiedad de simetŕıa y periodicidad
de la DFT.

Filtros

Un filtro se define como un sistema o dispositivo diseñado para modificar una
señal de entrada mediante la selección de ciertas caracteŕısticas. Los filtros se clasi-
fican en función de su respuesta como:

Filtros lineales: Sistemas cuya respuesta es proporcional a la señal de entra-
da.

Filtros no lineales: Sistemas cuya respuesta no es proporcional a la señal de
entrada.

Teorema de la convolución

La convolución es una operación matemática que transforma dos funciones f(x)
y g(x) en una tercera función que consiste en la superposición de una versión trasla-
dada e invertida de la segunda sobre la primera. La convolución en tiempo discreto
se define como:

Definición 2.1.3 Sean dos series de valores discretos f [x] y g[x], se define la con-
volución discreta como:

f [x] ∗ g[x] =
N−1∑
n=0

f [n]g[x− n]
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donde g[x− n] es un desplazamiento de la señal g en n muestras.
Una propiedad importante de la convolución consiste en que la transformada de

Fourier de la convolución de dos funciones es igual al producto de las transformadas
de cada una de ellas. Aśı pues puede interpretarse como que el proceso de filtrado, con
una mayoŕıa de filtros lineales, es equivalente a multiplicar el espectro en frecuencia
de la señal de entrada por la respuesta en frecuencia del filtro. Si f y g son funciones
integrables, la convolución también es integrable, por lo que son válidas las siguientes
igualdades:

F(f ∗ g) = F(f) · F(g)

F(f · g) = F(f) ∗ F(g)

Aqúı F es un operador que asocia a cada señal con su transformada de Fourier.

Filtros de Gabor

Los filtros de Gabor son filtros lineales compuestos por una función sinusoidal
o cosenoidal dentro de un marco de una ventana temporal. Dada su composición,
posee un comportamiento en frecuencia muy selectivo. Los filtros de Gabor son a su
vez un filtro complejo en el tiempo, cuya parte real e imaginaria se definen como:

ge(x) =
1√
2πσ

e−
x2

2σ2 cos(2πω0x), (2.1)

go(x) =
1√
2πσ

e−
x2

2σ2 sin(2πω0x). (2.2)

Aqúı, ge(x) es un filtro par que corresponde a la parte real del filtro completo,
go(x) un filtro impar correspondiente a la parte imaginaria, ω0 la frecuencia central
del filtro, y σ corresponde a la dispersión de la ventana gaussiana que delimita al
filtro. La paridad de un filtro es definida según la simetŕıa de la respuesta al impulso
del filtro con respecto a su centro.

La respuesta en frecuencia de los filtros de Gabor son representadas por una
campana gaussiana centrada en la frecuencia de su función sinusoidal. Esta respuesta
en frecuencia es modelada como:

G(f) = exp

(
−(f − f0)

2

2σ2

)
. (2.3)

Aśı mismo, otra forma de emplear el filtro es modificando su comportamiento en
frecuencia a lo largo del espectro de manera logaŕıtmica. Esta respuesta es modelada
como:

G(f) = exp

(
−(log(f/f0))

2

2σ2

)
. (2.4)
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Los filtros de Gabor dada su composición, su uso dentro del procesamiento de
audio otorga diferentes ventajas:

Los filtros de Gabor dadas sus ventanas de tiempo espećıficas, permiten anali-
zar señales de audio capturando eventos sonoros transitorios o cambios rápidos
en la señal.

Dada su selectividad en frecuencia, son ideales para extraer caracteŕısticas
relevantes de la señal de audio, como patrones espectrales o tonos formantes.

Se adaptan a diferentes escalas y frecuencias fácilmente, lo cual los hace útiles
para procesar diferentes tipos de señales de audio.

Uno de los principales temas a tratar en el procesamiento digital de audio y más
en espećıfico en el procesamiento digital de la música, consiste en desarrollar siste-
mas de transcripción y análisis musical, lo cual implica convertir un audio musical a
su correspondiente notación. Esto puede ser empleado en la enseñanza[4], la creación
de bases de datos musicales[32], sistemas autónomos de acompañamiento e impro-
visación[29] o en la investigación de la música misma[25]. Un nicho de investigación
en el desarrollo de sistemas de procesamiento musical es diseñar un algoritmo de
análisis de los sonidos generados por un instrumento, espećıficamente acordes ejecu-
tados en él, a fin de detectarlos automáticamente partiendo de las caracteŕısticas de
la señal de audio. El problema ha sido abordado por Müller [24] dónde propone dos
caminos para la detección de acordes en un audio, mediante plantillas de los acordes
a reconocer o utilizando algoritmos clasificadores, proponiendo en su libro cadenas
de Markov. Como se mencionó anteriormente, los filtros de Gabor son ideales para
extraer caracteŕısticas relevantes de la señal de audio como patrones frecuenciales
y transitorios temporales, por lo que su uso en esta clase de problemas puede ser
justificable.

2.1.2. Teoŕıa musical

La música se define como el arte de estructurar sonidos con el propósito de evocar
una determinada emoción en el oyente[14]. Este arte se compone de tres elementos
fundamentales: ritmo, melod́ıa y armońıa. El ritmo se refiere a la organización tem-
poral de los sonidos y silencios dentro de una composición musical. La melod́ıa
consiste en una secuencia de notas dispuestas a lo largo del tiempo, mientras que
la armońıa se configura mediante la combinación simultánea de varias notas. Estos
elementos están regidos por principios bien establecidos que garantizan la coherencia
musical.
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En la tradición musical occidental, las notas se organizan siguiendo una escala
logaŕıtmica de 12 notas, que se repiten ćıclicamente en intervalos denominados oc-
tavas. Uno de los primeros sistemas para la construcción de escalas musicales fue
propuesto por los pitagóricos, quienes establecieron divisiones geométricas de una
cuerda en fracciones de 2, 3 y 4 partes iguales. Este sistema prevaleció hasta finales
de la Edad Media. No obstante, en el siglo XVII, J.S. Bach introdujo modificaciones
significativas en la escala musical previamente utilizada, dando origen a la escala
temperada, que se ha convertido en el estándar en la música occidental[39].

Dentro de la escala temperada, entre una nota y su octava superior existen 11
divisiones intermedias en términos de frecuencia. Aśı, las 12 notas que conforman
esta escala corresponden a C, C♯, D, D♯, E, F, F♯, G, G♯, A, A♯ y B. La unidad
mı́nima de separación entre estas notas se denomina semitono, cuya relación de
frecuencia se define por:

fn+1/fn = k

Donde fn+1 y fn representan las frecuencias de dos notas consecutivas separadas
por n semitonos, y la constante k, según la afinación moderna, equivale a la razón
de frecuencia de un semitono, la cual se expresa como 12

√
2 ≈ 1.0595. Regularmente,

se especifica la octava a la cual una nota pertenece como un sub́ındice.

Por convención internacional, la Organización Internacional de Normalización ha
definido la nota A4, con una frecuencia de 440 Hz, como el estándar de referencia
para la afinación en la música occidental. A partir de este punto de referencia,
cualquier nota de la escala temperada se encuentra separada del A4 por un número
entero de semitonos, denotado por i. Si una nota se encuentra por encima (notas
subsecuentes en la escala de manera ascendente) de A4, i toma valores positivos; en
caso contrario, adquiere valores negativos. De esta manera, la relación logaŕıtmica
entre las notas permite expresar su frecuencia fundamental nominal mediante la
ecuación:

fi = 440 × 2
i
12 Hz, i ∈ Z (2.5)

Un acorde se define como la combinación simultánea de tres o más notas, inde-
pendientemente de la octava en la que se encuentren. La tŕıada constituye la unidad
armónica fundamental y se construye mediante la superposición de un intervalo de
tercera y uno de quinta respecto a la nota fundamental, que da nombre al acorde[14].

Los acordes principales utilizados en la música tonal derivan de la armonización
de la escala mayor, basada en la superposición de dos terceras diatónicas consecuti-
vas (notas pertenecientes a la escala). En este contexto, sobre cada nota de la escala



Algoritmo para el reconocimiento automático de acordes musicales usando plantillas
basadas en la media geométrica 37

mayor es posible construir una tŕıada.

Según la cualidad de los intervalos formados entre la nota fundamental y sus
respectivas tercera y quinta, se identifican tres tipos principales de tŕıadas derivadas
de la armonización de la escala mayor:

Acorde mayor: Formado por la tónica, una tercera mayor y una quinta justa.
Un ejemplo es el acorde de C mayor, compuesto por las notas C, E (tercera
mayor) y G (quinta justa).

Acorde menor: Compuesto por la tónica, una tercera menor y una quinta
justa. Por ejemplo, el acorde de C menor está constituido por las notas C, D♭
(tercera menor) y G (quinta justa).

Acorde disminuido: Integrado por la tónica, una tercera menor y una quinta
disminuida. Un ejemplo representativo es el acorde de C disminuido, confor-
mado por C, D♭ (tercera menor) y F♭ (quinta disminuida).

Acorde suspendidos: Formado por la tónica, una segunda mayor (acordes
sus2) o una cuarta justa (sus4) y una quinta justa. Por ejemplo, el acorde C
sus2 se compone de las notas C, D (segunda mayor) y G. El acorde C sus4 se
forma con las notas C, F (cuarta justa) y G.

2.2. Metodoloǵıa

Aśı pues, el objetivo principal es desarrollar un algoritmo de análisis de audio
basado en filtros de Gabor que permita analizar cambios transitorios en el tiempo
de la señal y poder reconocer patrones frecuenciales. Como caso de aplicación del
modelo propuesto, se desarrolla un sistema capaz de detectar los acordes presentes en
una pieza musical de manera precisa y robusta a través de herramientas matemático-
estad́ısticas utilizando plantillas para la detección.

El algoritmo propuesto se encamina a la detección automática de los acordes
musicales presentes en una grabación de audio de un único instrumento. Los acordes
a detectar son acordes mayores, menores, aumentados, disminuidos y suspendidos
tanto de segunda mayor como de cuarta justa. La Figura 2.1 muestra un diagrama
del método.

Todas las etapas del método se agrupan en tres grandes secciones: El preproce-
samiento, la detección de acordes y el postprocesamiento.
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Figura 2.1: Modelo del algoritmo propuesto

2.2.1. Preprocesamiento

En esta sección se preparan tanto la señal de audio que será procesada como las
estructuras que necesita el algoritmo internamente para continuar con la clasifica-
ción. Como paso inicial de la sección, se crean las plantillas para cada acorde posible,
mayor, menor, disminuido, aumentado, suspendido 2 y suspendido 4 sobre cada una
de las notas cromáticas. Posteriormente, se calculan las frecuencias teóricas de cada
una de las notas musicales. Estas se generan dentro de un rango de octavas por cada
nota que puede ser cambiado. Con esto se obtiene una lista en la que se incluye cada
nota cromática (C, C♯, D, D♯, E, F, G, G♯, A, A♯ y B), y sus frecuencias sobre el
grupo especificado de octavas.

Una vez generadas las plantillas y calculadas las frecuencias teóricas de las no-
tas, se toma el archivo de audio en formato WAV a clasificar. A fin de disminuir la
cantidad de datos a procesar se realiza un submuestreo de la señal de audio a 11025
muestras por segundo. En caso de tener una señal estéreo, los canales izquierdo y
derecho son sumados en una sola señal. Con el propósito de resolver los efectos de
borde se agrega medio segundo al principio y al final de la señal. Este es eliminado
al final del proceso de clasificación.

Ya construidas las estructuras anteriores, se calcula la transformada rápida de
Fourier de la señal de audio. Se genera un banco de filtros de Gabor a partir del
modelo en frecuencia en su versión logaŕıtmica representado en la Ecuación (2.4)
donde f0 corresponde a la frecuencia central del filtro y σ es el ancho del mismo o
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Figura 2.2: Filtros de Gabor correspondientes a una nota en particular antes y des-
pués del ajuste con respecto a la frecuencia nominal. Las lineas verticales punteadas
corresponden a los pasos posibles dentro del proceso de ajuste, mientras que las dos
lineas verticales de guiones corresponde a las frecuencias centrales del filtro original
y ajustado.

banda de paso.

Al inicio, cada filtro del banco es centrado en cada una de las frecuencias de las
notas musicales calculadas. Sin embargo, a fin de sopesar las ligeras desafinaciones
que puedan presentarse en el audio, se realiza un proceso para ajustar las frecuencias
centrales de cada uno de los filtros. Estas son adaptadas de acuerdo a los picos más
cercanos a la frecuencia central nominal de las notas dentro del espectro de la señal
de audio. Esto se realiza con un rango de movimiento en función de la frecuencia
sobre la cual se encuentre. Debido a que las notas más bajas se encuentran más cerca
entre śı, la libertad de ajuste es menor que en las frecuencias más altas, las cuales
están más separadas y se corre menos riesgo de un traslape de los filtros. El rango
de ajuste de cada filtro se obtiene, en primera instancia, calculando las diferencias
entre la frecuencia central del filtro actual y la frecuencia de la nota anterior y de la
nota siguiente. Estas dos diferencias son divididas en tres partes iguales y se toma
el rango de la tercera parte más cercana a la frecuencia del filtro a ajustar, o de
igual manera, se toma la última tercera parte de la primera diferencia y la primera
tercera parte de la segunda diferencia. Aśı pues, estos dos intervalos son divididos
a su vez en 25 partes iguales, las cuales, cada una de esas divisiones serán los pasos
de ajuste que puede dar cada uno de los filtros. La Figura 2.2 muestra un ejemplo
de un filtro en frecuencia antes y después de su ajuste.
El valor de σ del modelo se selecciona a prueba y error de acuerdo a los resultados
que arrojaron los experimentos.

Al tener calculados los pasos de ajuste, cada filtro se coloca en un ciclo sobre
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su frecuencia central con un movimiento hacia atrás o hacia adelante en frecuencia
con cada paso calculado y se obtiene su respuesta. Debido a que los filtros deben
posicionarse sobre el pico más cercano y para evitar en este punto contribuciones
erróneas debido a la dispersión de enerǵıa en frecuencias vecinas, las cuales se loca-
lizan a niveles bajos de la señal en amplitud, se calcula como punto de corte el 80 %
de la curva gaussiana del filtro y se obtiene la contribución del filtro en ese punto.
Aśı pues, la frecuencia central de cada filtro se ajusta a aquella en donde se obtiene
una mayor contribución.

Una vez generado el banco de filtros, se filtra la señal de audio. El proceso de
filtrado de una señal (en particular nuestro filtrado debido a los filtros lineales em-
pleados) se justifica desde el punto de vista matemático con una convolución. Aśı
pues, por el teorema de la convolución, se obtiene la señal de audio filtrada por cada
uno de los filtros de Gabor multiplicando el espectro de la señal por la respuesta en
frecuencia del propio filtro que es el modelo elegido para construirlo. Posteriormente
se realiza la transformada inversa de Fourier sobre la señal filtrada y se obtiene su
módulo. Esto proporciona el comportamiento de cada nota a lo largo del tiempo
dentro de la grabación.

Al tiempo que se va filtrando la señal con cada uno de los filtros del banco, se
van acumulando las señales filtradas que pertenecen a la misma clase tonal, o de
otra manera, se van sumando la señales que pertenecen a la misma nota musical
sin importar la octava sobre la cual se encuentre. El proceso de filtrado genera
una matriz de 12 × N donde N es el número de muestras de la señal completa
submuestreada y 12 filas que corresponden a las 12 notas cromáticas o clases tonales.
A esta matriz se le conoce como chroma[24].

2.2.2. Detección de acordes

Una vez obtenida la matriz chroma, se analizan las contribuciones de cada una
de las notas cromáticas en cada punto temporal de la señal. A partir de esto se
busca la posible presencia de algún acorde en función de dichas contribuciones de
las notas que forman al acorde mismo.

Aśı pues, a partir de las plantillas generadas previamente, se tienen grupos de
tres notas que corresponden a cada uno de los acordes posibles sobre cada nota, 12
acordes mayores y 12 menores, 12 disminuidos, 12 aumentados, 12 sus2 y 12 sus4. A
fin de obtener un estad́ıstico que caracterice la contribución de cada triada de notas
para cada acorde, se calcula una media geométrica de la amplitud de las tres notas
que conforman el acorde en la señal en cada punto temporal. Ésta nos permite
tener un valor que englobe a las tres notas de manera equitativa y que presenta
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menos sensibilidad a valores at́ıpicos[35]. Estos valores pueden ser causados por
cambios de la dinámica de ejecución del instrumento grabado, por una mala técnica
de interpretación o por la misma evolución de la señal a lo largo del tiempo.

Una vez obtenido el estad́ıstico para cada acorde posible, se asigna la muestra a
la clase o acorde que obtuvo la mayor contribución. Después de esta etapa, toda la
señal de audio queda clasificada a lo largo del tiempo.

2.2.3. Postprocesamiento

A fin de aumentar la homogeneidad de los acordes detectados por el algoritmo,
después del proceso de asignación, se homogeneiza por bloques el resultado. Esto
se realiza cambiando el acorde asignado en diferentes puntos dentro de la señal que
son clasificados erróneamente en función de los acordes detectados en las muestras
vecinas. En primera instancia, se segmenta la señal de audio clasificada para poste-
riormente homogeneizar el resultado de la clasificación.

Segmentación de la señal de audio

La segmentación de la señal consiste en un procedimiento donde se trata de
identificar los puntos en el tiempo dónde ocurrió un cambio de acorde sin importar a
que acordes corresponde. Para esto es necesario identificar cambios en la distribución
de enerǵıa en las frecuencias de las notas. Aśı pues, a partir de la matriz chroma se
calcula una media aritmética de la respuesta de todas las notas por cada muestra o
punto en el tiempo de la señal. Con esto se obtiene un vector con el estad́ıstico del
comportamiento en amplitud de las frecuencias de las notas a lo largo del tiempo. A
fin de detectar cambios significativos en la frecuencia, lo cual implicaŕıa un cambio
de acorde y de la dinámica de ejecución, se obtiene la derivada del vector obtenido
anteriormente y se buscan los puntos cŕıticos en la derivada. Luego se obtiene el
signo de toda la derivada y se detectan los cambios en ella. Una vez obtenido el
vector de puntos cŕıticos a lo largo de la señal, se obtienen aquellos que indiquen
un punto de inflexión. En particular, son de mayor interés los cambios en valor de
más a menos, por lo que se recorre el vector de promedios en función de los puntos
cŕıticos y se encuentran aquellos dónde el cambio establecido es detectado. Estos
puntos indican los puntos donde muy probablemente ocurrió un cambio de acorde.

Homogeneización del resultado

Una vez obtenidos los puntos de cambio de los acordes en la señal de audio y a
su vez la señal clasificada en acordes, se calculan los bloques que corresponden a un
mismo acorde según los puntos de cambio. Una vez establecidos, se obtiene la moda
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de los acordes detectados en cada bloque y se establece como acorde de la totalidad
del mismo aquél que cuente con el mayor conteo. Este procedimiento contribuye a
limpiar el resultado de clasificaciones erróneas o extremas dentro de los bloques que
ya son considerados como un sólo acorde.

2.3. Experimentos

Se llevan acabo tres experimentos tratando de abordar diferentes conceptos del
algoritmo propuesto. Para realizar las pruebas se utilizan grabaciones con una gui-
tarra acústica Fender New Porter Player de cuerdas de metal, una guitarra clásica
Yamaha C40 de cuerdas de nylon, un teclado Yamaha PSR E223 con su timbre
ajustado como piano y un ukelele La Sevilla Svuke-200. Las grabaciones se realizan
a través de una interfaz Behringer U-PHORIA UMC202HD conectado directamente
para el caso de la guitarra acústica y el teclado, y a través de un micrófono Shure
SV100 para la guitarra clásica y el ukelele.

2.3.1. Experimento 1

Como primer experimento se proponen cuatro progresiones de seis acordes dife-
rentes ejecutadas en la guitarra acústica de cuerdas de metal. La duración de cada
progresión es de 22 segundos aproximadamente. Se trata de abarcar todos los ti-
pos de acordes propuestos a detectar. Los acordes elegidos se seleccionan de forma
aleatoria sin ninguna relación armónica entre śı. Las cuatro progresiones propuestas
son:

Secuencia A: C Cm E Edim Dsus4 C♯aug

Secuencia B: Am Baug Esus4 Dsus4 A♯m

Secuencia C: F♯ Gm Gdim D♯ Bm Bsus2

Secuencia D: Csus4 Eaug G Dbdim F Em

Las Figuras 2.3, 2.4, 2.5 y 2.6 muestran los resultados de la detección de los
acordes propuestos para cada secuencia. El eje y de la gráfica indica la nota tónica
correspondiente al acorde detectado mientras que el eje x corresponde a la duración.
Cada tipo de acorde se representa por un color diferente.

Se observa en general que los acordes detectados por el algoritmo son los presentes
en las progresiones propuestas. La duración de cada uno de los acordes dentro de
las progresiones son aproximadamente la misma, lo cual nos permite observar que
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Figura 2.3: Resultado de la detección de acordes en la secuencia A (C Cm E Edim
Dsus4 C♯aug) para el Experimento 1.
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Reconocimiento de Acordes para la Secuencia B
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Figura 2.4: Resultado de la detección de acordes en la secuencia B (Am Baug Esus4
Dsus4 A♯m) para el Experimento 1.
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Reconocimiento de Acordes para la Secuencia C
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Figura 2.5: Resultado de la detección de acordes en la secuencia C (F♯ Gm Gdim
D♯ Bm Bsus2) para el Experimento 1.
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Reconocimiento de Acordes para la Secuencia D

DO

DO#

RE

RE#

MI

FA

FA#

SOL

SOL#

LA

LA#

SI

0 5.5 11 16.5 22

Tiempo en Segundos

Tó
ni

ca
 d

el
 A

co
rd

e

Mayor
Menor
Disminuído
Aumentado
Sus2
Sus4

Figura 2.6: Resultado de la detección de acordes en la secuencia D (Csus4 Eaug G
Dbdim F Em) para el Experimento 1.
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la mayoŕıa de los errores que presenta la detección es en los inicios y finales de cada
uno de los acordes.

Un caso singular se presenta en las progresiones A y B del experimento. Si
se observan los acordes detectados en las secciones correspondientes a acordes del
tipo sus4, se asignan acordes sus2 con una nota tónica diferente. Si se toman los
acordes tanto el detectado como el que se pretendió tocar durante la grabación, y se
analizan las notas que los componen, se aprecia que son exactamente las mismas. Por
ejemplo, para el caso de la progresión A, el acorde sus4 propuesto es Dsus4 mientras
que el acorde detectado por el algoritmo es un Gsus2. Analizando las notas que
componen los dos acordes son D, G y A para Dsus4 y G, A y D para Gsus2. Aśı pues
podŕıa verse un acorde como una inversión del otro. Realmente dentro de la armońıa
musical se presentan una infinidad de ambigüedades acústicas dónde los acordes que
pueden presentarse como únicos son las triadas mayores y las triadas menores. Aśı
pues, podŕıan tomarse otros criterios al momento de nombrar un conjunto de notas
tocadas al uńısono, donde lo más natural seŕıa tomar el contexto musical, el cual
pude ser dado por una tonalidad en particular definida a priori. Para el algoritmo
propuesto, y dado que no se supuso ninguna relación armónica entre los acordes a
detectar, estos pueden ser vistos únicamente como una combinación de notas. Al
ser un algoritmo secuencial, siempre dará como resultado el tipo de acorde que es
procesado primero, en este caso los acordes sus2 antes que los acordes sus4.

2.3.2. Experimento 2

Como segundo experimento y siguiendo la conclusión obtenida a partir del Ex-
perimento 1, se proponen otras cuatro progresiones de acordes donde no se busca
nombrar los acordes por tipo sino que se analizan como combinaciones de tres notas
diferentes. Aśı mismo, y a fin de contar con archivos de audio con sus puntos de cam-
bio exactos, se generan las progresiones a través de código partiendo de grabaciones
de acordes individuales y recortándolos a longitudes especificas de 3 segundos. Las
secuencias propuestas son:

Secuencia A: Asus2 A♯dim C♯aug C♯sus4 D♯ G♯m

Secuencia B: Bdim C C♯m Csus2 Daug G♯sus4

Secuencia C: Am A♯ C♯dim Dm Faug Gm

Secuencia D: Bsus2 Csus4 D♯aug E Edim F♯m

Se calculan las combinaciones únicas de notas para formar cada uno de los acor-
des propuestos dando como resultado 52 triadas diferentes contrastando con los 72
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Progression A

Resultado

Progression B

Result

Progression C
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Figura 2.7: Resultado de la detección de acordes para las secuencias A (Asus2 A♯dim
Caug C♯sus4 D♯ G♯m), B (Bdim C C♯m Csus2 Daug G♯sus4), C (Am A♯ C♯dim Dm
Faug Gm) y D (Bsus2 Csus4 D♯aug E Edim F♯m) del Experimento 2.

acordes que pueden ser formados sobre cada nota cromática y de los 6 tipos propues-
tos. Esto indica que 20 de los acordes que pueden ser formados, seŕıan equivalentes
según el contexto. La Figura 2.7 muestra las gráficas de bloques de las triadas pro-
puestas en la progresión y el resultado de la detección. Aśı mismo la Tabla 2.1
muestra las matrices de confusión para cada clasificación. La Tabla 2.2 muestra las
medidas de exactitud, tasa de error, precisión y especificidad para la clasificación.

Se muestra en las gráficas que las triadas detectadas corresponden a las pro-
puestas dentro de las progresiones. Sin embargo, desde el punto de vista temporal
se observa un ligero desfase de los resultados con respecto a la secuencia real. Esto
se hace más evidente en las matrices de confusión donde a pesar de ser los acordes
correctos, el momento de inicio como del final de cada acorde presenta una ligera
desviación.

2.3.3. Experimento 3

Como tercer experimento se proponen 4 grabaciones de una misma secuencia de
acordes pero ejecutada en cuatro instrumentos diferentes, esto con la finalidad de
comprobar el funcionamiento del algoritmo sin importar el timbre. Los instrumentos
que se eligen s para el experimento son una guitarra clásica, una guitarra eléctrica,
un ukelele soprano y un teclado electrónico con el timbre configurado como piano
de cola. El archivo de audio se forma de manera similar mediante código a partir de
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Progresión Real
Resultado 4 21 35 37 55 58

4 71.94 0 0 0 0 0
21 0 96.05 0 0 0 0
35 0 0 98.76 1.76 0 0
38 0 0 0 98.24 1.81 0
55 2.54 0 0 0 98.19 0
57 25.52 3.95 0 0 0 0
58 0 0 1.24 0 0 100

Progresión Real
Resultado 1 14 36 39 50 51

1 97.92 2.84 0 0 0 0
14 0 97.16 0 0.32 0 0
36 2.08 0 100 0 0 0
39 0 0 0 99.68 0 2.83
50 0 0 0 0 98.81 0
51 0 0 0 0 1.19 97.17

Progresión Real
Resultado 11 15 20 22 26 38

11 98.93 0 0 0 3.43 0
15 0 96.33 0 0 0 0.62
20 0 0 82.78 0 0 0
22 1.07 0 17.16 100 0 0
26 0 3.67 0 0 96.57 0
38 0 0 0.06 0 0 99.38

Progresión Real
Resultado 5 19 29 40 54 60

5 97.11 0 0.46 0 0 0
12 2.89 0 0 100 0.6 0
19 0 96.55 0 0 0 0
29 0 3.45 99.54 0 0 0
54 0 0 0 0 98.09 0
60 0 0 0 0 1.31 100

Tabla 2.1: Tabla de confusión para las combinaciones de notas (números en compa-
rativa) en las progresiones A, B, C y D del Experimento 2.

Progresión Exactitud Tasa de error Precisión Especificidad
Progresión A 0.94372512 0.05627488 0.61813524 0.97163196
Progresión B 0.994857647 0.005142353 0.984748051 0.996914588
Progresión C 0.985548 0.014452 0.9614419 0.9913288
Progresión D 0.94823381 0.05176619 0.70698967 0.9738687

Tabla 2.2: Medidas de calidad para el Experimento 3.
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Figura 2.8: Resultado de la detección de acordes en la secuencia A♯sus2, B, Caug,
Ddim, Esus4 y F♯m para el Experimento 3 en guitarra clásica, guitarra eléctrica,
piano y ukulele.

grabaciones individuales de cada acorde y recortados a una longitud de 3 segundos
construyendo la progresión propuesta.

2.4. Conclusiones

Se propuso un algoritmo de análisis de audio basado en filtros de Gabor que
permitió analizar cambios de la señal en el tiempo y sirvió de base para reconocer
patrones espectrales en la señal. Se usó como ejemplo de aplicación un método de
reconocimiento de acordes musicales presentes en un archivo de audio. Se utilizó la
media geométrica como rasgo de caracterización espectral partiendo de la matriz
chroma. Esta matriz fue calculada utilizando filtros de Gabor en su forma logaŕıtmi-
ca. El algoritmo presentó un buen desempeño al clasificar progresiones de acordes
mayores y menores en diferentes instrumentos, entre ellos la guitarra eléctrica, la
guitarra acústica y el teclado simulando el timbre de un piano, con una efectividad
de entre el 90 % y el 100 % para cada uno de los acordes.

El desempeño del algoritmo frente a diferentes instrumentos fue bueno y con-
sistente presentando la mayoŕıa de sus errores en el ukelele y la guitarra clásica,
donde clasificó un acorde dentro de las progresiones por otro sin relación ni cercańıa
armónica.
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Progresión Real
Resultado 12 19 27 37 58 59

12 96.45 0 0 0.29 0 0
19 0 96.91 0 0 0 0
27 0 0 99.87 0 6.45 0
37 0 0 0.13 99.71 0 0
53 0 3.09 0 0 93.55 0
59 3.55 0 0 0 0 100

Progresión Real
Resultado 12 19 27 37 58 59

12 96.51 0 0 0.69 0 0
19 0 96.65 0 0 0 0
27 0 0 97.99 0 1.79 0
37 0 0 2.01 99.31 0 0
58 0 3.35 0 0 98.21 0
59 3.49 0 0 0 0 100

Progresión Real
Resultado 12 19 27 37 58 59

12 100 0 0 0.14 0 1.01
19 0 99.85 0 0 0 0
27 0 0 99.01 0.66 0 0
37 0 0 0 99.19 0 0
58 0 0.15 0.99 0 100 0
59 0 0 0 0 0 98.99

Progresión Real
Resultado 12 19 27 37 58 59

12 100 0 0 1.17 0 1.45
19 0 95.65 100 1.7 3.77 0
37 0 0 0 97.13 0 0
58 0 4.35 0 0 96.23 0
59 0 0 0 0 0 98.55

Tabla 2.3: Tabla de confusión para las combinaciones de notas (números en com-
parativa) en la progresión ejecutada en guitarra clásica, guitarra eléctrica, piano y
ukelele del Experimento 3.

Instrumento Exactitud Tasa de error Precisión Especificidad
Guitarra clásica 0.9490199 0.0509801 0.7001073 0.9740137

Guitarra eléctrica 0.993702024 0.006297976 0.981392788 0.996221214
Piano 0.998358949 0.001641051 0.995116404 0.999015369

Ukulele 0.93752834 0.06247166 0.73445329 0.96251701

Tabla 2.4: Medidas de calidad para el Experimento 3.
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En general, algunos de los errores de clasificación se presentaron al asignar un
acorde como su acorde consecutivo en la progresión a clasificar. Esto se puede adjudi-
car a diferentes factores . En primer instancia la naturaleza de los filtros empleados,
los cuales presentan incertidumbre en la localización en el tiempo, por lo que en los
ĺımites de cada cambio de acorde se genera una ligera mezcla de los mismos.

El sistema de análisis de audio mediante bancos de filtros de Gabor mostró
buenos resultados y ayudó a establecer tanto el modelo básico como la metodoloǵıa
para ser empleado en un sistema de eco-localización y estimación de rango con base
en el sonido, el cual fue explorado y publicado. El desarrollo de este sistema se
presenta en el Caṕıtulo 4.



Caṕıtulo 3

Modelado y compensación del
error en la estimación de la
posición con encoders de bajo
costo en robots de cuatro ruedas
con redes neuronales artificiales

3.1. Marco teórico

El primer paso dentro del proceso de estimación de estados de un robot móvil
en aplicaciones SLAM consiste en estimar su posición después de haberse accionado
un control de movimiento en el mismo. Como se mencionó en el Caṕıtulo 1, un
método frecuentemente usado para la estimación de la posición de un veh́ıculo a
base de ruedas es la odometŕıa en conjunto con algún modelo cinemático o dinámi-
co para establecer la posición y pose del veh́ıculo en un marco de referencia global
[22][40][42][30]. Sin embargo, la presencia de agentes externos como el ruido, la ca-
lidad de los materiales del veh́ıculo o sensores se pueden obtener estimaciones con
errores considerables o modelos demasiado complejos. Aśı pues, se vuelve crucial
encontrar un método que proporcione estimaciones precisas y de manera robusta a
pesar de los antes mencionados factores de error.
Se ha demostrado que el uso de algoritmos de redes neuronales artificiales propor-
cionan una solución viable para estimaciones y regresiones en sistemas de control y
robótica [20][19][34][41][21][33][15]. Con esto como referencia, se propone un método
basado en redes neuronales para compensar el error de estimación de la distancia
recorrida por el robot empleado en el desarrollo del tema de investigación.

53
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Las redes neuronales artificiales son sistemas capaces de establecer relaciones no
lineales entre los resultados y las observaciones individuales dentro de los proce-
sos que los generan. Estas redes están compuestas por nodos individuales llamados
neuronas, los cuales se conectan entre śı mediante pesos numéricos. Estos pesos se
calculan a partir de los datos de entrada mediante operadores lineales y funciones
de activación no lineales aplicadas a cada neurona. El objetivo de este proceso es
minimizar la diferencia entre los resultados obtenidos y los valores esperados, lo que
da lugar a una fase clave conocida como entrenamiento. Una vez determinados los
pesos de las conexiones entre las neuronas, se genera un modelo que permite realizar
predicciones a partir de datos de entrada nuevos.

3.1.1. Redes neuronales

En una red neuronal artificial (RNA) de tipo feed-forward, el modelo se cons-
truye mediante capas en las cuales todos los nodos de una capa están conectados a
todos los nodos de la siguiente. La forma más básica de una red neuronal artificial
consta de dos capas: una capa de entrada y una capa de salida, con al menos un
nodo en cada una. Adicionalmente, el modelo puede incluir un número arbitrario de
capas ocultas con cualquier cantidad de nodos en cada una. En este tipo de red, los
datos fluyen desde la entrada hasta la salida, pasando por cada capa intermedia. El
objetivo del entrenamiento de la red neuronal es calcular un conjunto de pesos para
cada conexión, de manera que el error en la salida sea minimizado. La Figura 3.1
muestra una representación visual de una red neuronal artificial con 2 entradas y 1
capa oculta.

El modelo para una RNA se define mediante las siguientes ecuaciones:

y
(1)
j = g

(
K∑
k=1

ω
(1)
jk xk + θ

(1)
j

)
, j = 1, . . . , K1 (3.1)

z =
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ω
(2)
k y

(1)
j + θ(2) (3.2)

donde xk representa las K variables de entrada, y
(1)
j son las K1 variables de

la capa oculta y z es la variable de salida. La matriz de pesos de la capa oculta
se denota como ω

(1)
jk , mientras que el vector de pesos asociado a la variable de sa-

lida es ω
(2)
k . Los valores θ

(1)
j corresponden a los umbrales de la capa oculta, y θ(2)

es el término de sesgo para la salida. La función g representa la función de activación.
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Figura 3.1: Representación de una red neuronal artificial de dos entradas y una capa
oculta. En esta representación, los ćırculos vaćıos representan las variables de cada
capa, las ĺıneas representan la conexión entre las neuronas que indican que el valor
de una neurona en espećıfico depende de neuronas previas. Los ćırculos con un valor
unitario (1) dentro representan los términos de bias.

Asimismo, las ecuaciones (3.3), (3.4) y (3.5) representan una red neuronal con
dos capas ocultas, donde la salida de la primera capa oculta sirve como entrada para
la segunda.
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A partir del análisis de estas ecuaciones, es posible generalizar el modelo para
una red neuronal artificial de L capas.

El cálculo de los pesos para cada nodo puede abordarse desde diversas meto-
doloǵıas, que en esencia se reduce a un problema de optimización, en el que se
busca minimizar el error entre la salida de la red neuronal y el conjunto de datos
de entrenamiento. Uno de los algoritmos propuestos para resolver este problema es
RProp.
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RProp es un algoritmo de aprendizaje supervisado basado en un modelo de
aprendizaje adaptativo local, diseñado para redes perceptrón multicapa. Su objetivo
principal es reducir el impacto del tamaño de la derivada parcial en la actualización
de los pesos.

El tamaño del ajuste en los pesos está determinado por el valor de actualización
∆

(t)
ij , definido por:

∆ω
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donde ∂E
∂ωij

(t)
denota la información del gradiente sumado sobre todos los patrones

del conjunto de entrenamiento [28].

3.2. Metodoloǵıa

El prototipo empleado en el proyecto de investigación corresponde a un veh́ıculo
de cuatro ruedas con tracción en cada llanta y donde la velocidad de cada motor es
controlado por un valor de PWM. Cada llanta del veh́ıculo cuenta con un encoder
instalado. El procesamiento en el veh́ıculo es realizado por un Arduino Mega 2560®,
el cual está encargado de procesar y contabilizar la señal del encoder. La Figura 3.2
muestra una fotograf́ıa del prototipo empleado.

Dentro de la propuesta se asumen diferentes caracteŕısticas del sistema empleado:

El bajo costo de los componentes (encoders, procesamiento, etc.) significan un
factor importante en el error obtenido de la estimación del recorrido con base
a odometŕıa.

El error a ajustar se redujo únicamente a la estimación del recorrido lineal del
veh́ıculo.

El ajuste de la estimación se hizo dentro de una ventana de movimiento defi-
nida.

La precisión del modelo de encoder empleado (0.546 cm) produce un error
inherente dentro de la estimación.

La Ecuación 3.6 muestra la expresión mediante la cuál puede estimarse la dis-
tancia recorrida por un veh́ıculo dados los conteos odométricos de sus sensores. Sin
embargo, como se muestra en la Tabla 3.1, dichas estimaciones presentan errores
considerables conforme va aumentando el tiempo de recorrido del veh́ıculo.
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Figura 3.2: Fotograf́ıa del prototipo empleado.

WT1 WT2 WT3 WT4 Wm ED(cm) MD(cm) Error
6 5 6 7 6 3.2 5.1 1.9
26 26 27 26 26.25 14.3 25.5 11.2
22 23 24 22 22.75 12.4 25.8 13.4
36 35 36 35 35.5 19.4 34.3 14.9
20 18 25 20 20.75 11.3 25.1 13.8
2 2 5 4 3.25 1.7 5.2 3.5
4 3 4 4 3.75 2.0 8.8 6.8
33 30 38 32 33.25 18.1 35.2 17.1
8 8 11 10 9.25 5.0 14.2 9.2
12 11 13 12 12 6.5 13.4 6.9

Tabla 3.1: WT1, WT2, WT3 y WT4 corresponden al número de tick para cada una
de las llantas, Wm indica la media de los ticks de todas las llantas, ED es la distancia
estimada mediante la expresión 3.6 y MD es la distancia medida[11].

∆l = Dπ
ticks

2n
(3.6)

A fin de sopesar el error en la estimación de la distancia recorrida, se propone un
modelo de red neuronal. La salida del modelo corresponde a la distancia recorrida por
el veh́ıculo en metros. Los experimentos se realizan siguiendo la configuración f́ısica
del prototipo representada en la Figura 3.3 y se siguieron las siguientes restricciones:

Las cuatro llantas del veh́ıculo reciben el mismo control de velocidad PWM,
que es un valor numérico entre 0 y 255.

Cada una de las llantas tiene instalado un encoder óptico, cuya salida es co-
nectada a un Arduino Mega 2560 para el conteo de tick.
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Los conteos recabados en cada movimiento del veh́ıculo son transmitidos v́ıa
serial a la PC de procesamiento.

Los datos recabados son procesados fuera de linea en R usando la biblioteca
neuralnet, la cual contiene una implementación de modelos neuronales con
retro-propagación. La configuración de la red neuronal usada es con una capa
oculta de cinco neuronas. Fue elegida a prueba y error.

Figura 3.3: Marco de referencia para los experimentos realizados[11]
.

Se forman tres grupos de datos: entrenamiento, selección y prueba, donde el
tiempo de acción del veh́ıculo para cada medición se eligió de manera aleatoria
por el algoritmo en un rango de 1

8
y 3

8
de segundo, de tal manera que la distancia

recorrida por el robot en cualquier movimiento sea igual o menor que 0.8 metros. El
grupo de datos de entrenamiento del modelo se visualiza en la Figura 3.4.

Entrenamiento

PWM 125

100 muestras

PWM 150

100 muestras

PWM 175

100 muestras

PWM 200

100 muestras

Figura 3.4: Composición del grupo de datos de entrenamiento del modelo de red
neuronal artificial.
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Estructura de las capas ocultas usadas para selección del modelo RNA
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)

(3, 3)
(4, 4)
(5, 5)
(6, 6)
(7, 7)
(3, 3)
(4, 4)
(5, 5)
(6, 6)
(7, 7)

Tabla 3.2: Configuraciones de capas ocultas utilizadas en la selección del modelo de
red neuronal. Los números entre paréntesis corresponden al número de neuronas en
las capas ocultas del modelo.

3.3. Experimentos

El grupo de datos para la selección del modelo se construye con 115 nuevas me-
diciones donde el tiempo de acción y el PWM son seleccionados de manera aleatoria
por el Arduino en cada movimiento. La selección del modelo se sustenta en el valor
de MSE y el histograma de los errores de predicción, buscándose una distribución
normal de los mismos. Se propone un modelo de red neuronal con cinco variables de
entrada: El número de conteos de tick para cada una de las llantas más el valor de
PWM aplicado a los motores para el movimiento. La salida del modelo correspon-
de a la distancia recorrida por el veh́ıculo en metros. La configuración del modelo
elegido es una red neuronal con una capa oculta y cinco neuronas. Ésta se elige de
un grupo de posibilidades representadas en la Tabla 3.2. El valor de MSE de la red
neuronal elegida es de 0.0004005325. La Figura 3.5 muestra el grafo correspondiente
al modelo propuesto.

La Figura 3.6 muestra la distribución de los errores de estimación antes y después
de usar la red neuronal elegida. En el grupo de datos para prueba, los parámetros
como el PWM y el tiempo son elegidos aleatoriamente. Se tomaron 119 nuevas
mediciones, comparando la distancia real recorrida por el veh́ıculo con la distancia
estimada por el modelo previamente entrenado y seleccionado. La Figura 3.7 muestra



Modelado y compensación del error en la estimación de la posición con encoders de bajo
costo en robots de cuatro ruedas con redes neuronales artificiales 60

Figura 3.5: Grafo correspondiente al modelo de red neuronal propuesto.

una comparativa de la distribución de error para el grupo de datos de prueba de
la red neuronal propuesta contra una función gaussiana y una función triangular,
ambas centradas en la media de los errores obtenidos.

La Figura 3.8 muestra los resultados de estimación de la distancia lineal recorrida
por el veh́ıculo, donde la primera gráfica presenta la estimación basada en la expre-
sión 3.6 mientras que la segunda muestra la salida de la red neuronal propuesta. Aśı
mismo podemos mencionar las siguientes caracteŕısticas que significan un resultado
favorable del método propuesto:

El comportamiento del error cuenta con una forma más acampanada, por lo
cual es más fácil de tomar en cuenta en estimaciones futuras.

La media global del error está al rededor de cero.

Una prueba de normalidad de Shapiro-Wilk a los errores de las estimaciones
del modelo arroja un estad́ıstico de prueba W=0.9820 con un p-valor asociado
de 0.1141, indicando poca significancia, y por ende no hay problema en asumir
una distribución similar a la normal para los errores de las estimaciones.
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Figura 3.6: Histogramas de los valores de error de estimación (a) antes de la red
neuronal propuesta, y (b) después de la red neuronal propuesta.
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Figura 3.7: Comparación de la distribución de error para el grupo de datos de prueba
de la red neuronal propuesta contra una función gaussiana y una función triangular
centradas en la media de los errores.

3.4. Conclusiones

Como conclusión, la metodoloǵıa mostró que la estimación de la posición de
un robot está sometida a la capacidad de procesamiento y las caracteŕısticas de
los sensores. Sin embargo, si el comportamiento del error puede ser modelado, éste
modelo podŕıa ser usado para obtener estimaciones más precisas. Adicionalmente,
el modelo odométrico probabiĺıstico de estimación contempla que habrá errores en
el cálculo de la posición del robot con respecto a un marco de referencia global. La
propuesta de solución mostró un proceso práctico y preciso para la compensación
de estimación de distancias empleando sensores de bajo costo o para su propia
calibración. Aśı mismo el modelo de error resultante permitió ser introducido en el
algoritmo de localización probabiĺıstico propuesto en el proyecto de investigación.
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Figura 3.8: Resultados de la estimación de la distancia recorrida con la expresión
lineal del encoder y con la red neuronal propuesta.



Modelado y compensación del error en la estimación de la posición con encoders de bajo
costo en robots de cuatro ruedas con redes neuronales artificiales 64



Caṕıtulo 4

Método para la estimación de
rango de obstáculos usando
eco-localización con sonido de alta
frecuencia

4.1. Marco teórico

Como se describió en la Sección 1.6, es requerido un modelo de mediciones con
base en sensores de rango para introducir esta información en la actualización de los
estados del mapa a construir. De igual manera como se mencionó en la Introducción
del Caṕıtulo 1, esta estimación del rango de obstáculos puede ser llevada a cabo de
diferentes maneras, ya sea con láser, visión, o sonido.
Tomando en cuenta ventajas como que el procesamiento de señales de audio signifi-
caŕıa una menor complejidad computacional en comparación con las imágenes o el
video, los sensores láser o la visión computacional seŕıan poco útiles en entornos de
poca visibilidad y que las aplicaciones basadas en ultrasonido son poco adaptables
a estimaciones de largas distancias dentro de un entorno de interiores, se propu-
so un sistema que emplea audio de alta frecuencia para la estimación de rango de
obstáculos.

La localización acústica activa consiste en la identificación de la posición de
un objeto a partir de la forma en que refleja el sonido [10]. Los sistemas básicos
de localización acústica están constituidos por un emisor que genera de manera
continua un pulso sonoro y un receptor que detecta los ecos producidos cuando dicho
pulso incide sobre los objetos circundantes. Estos sistemas utilizan como referencia
el instante en que se emite el pulso inicial, calculan el tiempo que tarda el eco en
regresar al emisor (llamado tiempo de vuelo) y estiman la distancia con base en la
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velocidad del sonido en el medio en el que opera el sistema[13]. La implementación
precisa de estos sistemas conlleva múltiples desaf́ıos, entre los cuales se destacan la
selección óptima de la forma de onda y la frecuencia de los pulsos de referencia, el
diseño y configuración de la infraestructura para la emisión y recepción de señales
acústicas (incluyendo micrófonos, altavoces y otros dispositivos), el procesamiento de
la señal del eco en entornos con presencia de ruido ambiental, aśı como la estimación
precisa de la posición del objeto, entre otros factores [17].

Para la implementación eficiente de metodoloǵıas de localización acústica, es
común el empleo de filtros de Gabor [9, 31, 16]. De igual manera, como se demostró
en el art́ıculo [12] y descrito en el Caṕıtulo 2, el uso de filtros de Gabor para análisis
y procesamiento de señales de audio es efectivo. Aśı pues, el objetivo principal del
método propuesto publicado en el art́ıculo [13] consistió en la estimación de la dis-
tancia de objetos estáticos en un entorno de interior, empleando el eco generado por
dichos obstáculos en respuesta a pulsos de control emitidos a frecuencias elevadas.

4.1.1. Sonido y acústica

La acústica es la disciplina que se ocupa del análisis del sonido, incluyendo su
generación, propagación a través de diferentes medios, y los diversos fenómenos que
ocurren a lo largo de este proceso.

El sonido se define como un fenómeno ondulatorio que consiste en una pertur-
bación que se transmite a través de un medio elástico, provocando fluctuaciones de
presión o desplazamientos de las part́ıculas que conforman dicho medio [27].

Las ondas sonoras pueden componerse de una sola frecuencia o estar integradas
por una combinación de varios componentes espectrales.
La forma más sencilla de una onda sonora se describe mediante una onda sinusoidal,
la cual puede representarse gráficamente en el plano cartesiano. En esta representa-
ción, el eje horizontal (abscisas) corresponde al tiempo, mientras que el eje vertical
(ordenadas) representa el desplazamiento de las part́ıculas del medio de propaga-
ción, o bien las variaciones en presión o densidad [8].

El punto máximo de la onda sinusoidal coincide con la región de mayor compre-
sión del medio, mientras que los valores mı́nimos de la onda representan las fases de
rarefacción del mismo.

Las ondas sonoras poseen ciertas caracteŕısticas que permiten clasificarlas:

Intensidad: Está relacionada con las variaciones de presión acústica y se mide
habitualmente en decibeles en referencia a la fuente sonora.
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Frecuencia: Corresponde a la longitud de onda λ, que mide la distancia entre
dos puntos del medio con idéntica presión.

Velocidad de propagación: Representa la rapidez con la que las ondas se
desplazan a través del medio. Por ejemplo, en aire a una temperatura estándar
de 20◦C, esta velocidad es aproximadamente 344m

s
.

En el procesamiento de señales de audio, se deben tomar en cuenta principios y
definiciones ampliamente desarrollados a lo largo de la historia de la f́ısica. A con-
tinuación se citan algunos de gran importancia dentro del campo de la localización
acústica.

El principio de Huygens, establece que cada punto en el frente de onda actúa
como una fuente de ondas secundarias esféricas que se propagan en todas las direc-
ciones con la misma velocidad, frecuencia y longitud de onda que el frente principal
del cual derivan.

Por otro lado, el efecto Doppler describe cómo el patrón de radiación acústica de
una fuente sonora se altera cuando ésta se encuentra en movimiento. Si una fuente
sonora con frecuencia f se aproxima al observador a una velocidad v, la frecuencia
percibida fd se calcula mediante:

fd =
f

1 ± v
vs

Aqúı, el signo negativo corresponde a una fuente que se acerca, mientras que el
positivo se utiliza para una fuente que se aleja. En términos angulares, donde θ es
el ángulo entre la dirección de la fuente y el observador, el cambio de frecuencia se
expresa como:

fd =
f

1 − v cos θ
vs

donde vs es la velocidad de propagación del sonido (aproximada en 344m
s

). La
refracción ocurre cuando las ondas sonoras cambian de dirección al atravesar dife-
rentes medios debido a variaciones en su velocidad de propagación.

Cuando el sonido incide sobre una superficie, una parte de su enerǵıa es absor-
bida, mientras que la restante se refleja. La distribución de esta enerǵıa reflejada
depende del ángulo de incidencia de la onda acústica.

La enerǵıa reflejada se clasifica en tres tipos principales [2]:
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Reflexión especular: La mayor parte de la enerǵıa reflejada rebota con un
ángulo igual al de incidencia.

Reflexión dispersa: Parte de la enerǵıa se refleja en múltiples direcciones
alrededor del ángulo principal.

Retro-reflexión: Una fracción menor de la enerǵıa regresa hacia la fuente
original, siguiendo el mismo ángulo de incidencia.

El análisis de la enerǵıa retro-dispersada permite obtener información clave, co-
mo:

La distancia entre la fuente y la superficie reflectante, basada en el tiempo
entre el pulso inicial y el eco recibido.

La velocidad del objeto reflectante, deducida a partir del cambio en frecuencia
por el efecto Doppler.

El ángulo de llegada de la onda reflejada, inferido mediante variaciones de fase.

La naturaleza del objeto reflectante, estimada por la amplitud de la onda
reflejada.

La localización acústica se refiere a la identificación de la posición y dirección de
un sonido, ya sea a partir de su emisión directa o de sus reflexiones. Puede realizarse
de dos formas:

Localización activa: Consiste en emitir un sonido y analizar el eco recibido.

Localización pasiva: Utiliza los sonidos generados por los objetos para de-
terminar su ubicación.

Algunas de las señales más comúnmente empleadas en la localización acústica
activa son:

Chirp: Señales con frecuencias que vaŕıan en el tiempo, ideales para ambientes
con ruido.

Bursts: Pulsos de banda estrecha formados por ondas periódicas a una fre-
cuencia espećıfica, útiles para análisis de alta resolución.

Ricker: Similar a la segunda derivada de un pulso gaussiano, empleado para
lograr alta precisión.

La utilización de cada una queda definida por la aplicación o rango de frecuencias
a trabajar.



Método para la estimación de rango de obstáculos usando eco-localización con sonido de
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4.1.2. La transformada wavelet

Las wavelets son transformadas matemáticas usadas para representar, analizar
y procesar señales. Estas son funciones construidas sobre ondas de duración finita,
media cero y un decaimiento rápido llamadas kernels. Existe un amplio conjunto de
tipos de kernel wavelets donde su uso depende de la aplicación y el tipo de señal
que será procesada. Las transformadas wavelets son clasificadas en dos tipos:

Continua: Usadas para realizar un análisis temporal del espectro de la señal.

Discreta: Empleadas en compresión o filtrado de ruido.

La transformada wavelet esta compuesta por dos operadores principales: escala-
miento y desplazamiento. El escalamiento consiste en comprimir o expandir el kernel
wavelet en el tiempo manteniendo una constante de proporcionalidad. Esto en el do-
minio de la frecuencia puede interpretarse como una función pasa-banda. Por otro
lado, la operación de desplazamiento corresponde a transportar el kernel wavelet a
lo largo de la señal procesada.

Filtrado de ruido empleando la transformada wavelet

El proceso de la eliminación de ruido usando la transformada discreta wavelet
cuenta con tres pasos: descomposición multi-nivel, umbralización y reconstrucción
de la señal.

La descomposición multi-nivel proporciona diferentes niveles de detalle de la
señal procesada a diferentes resoluciones. Dos conjuntos de coeficientes son calcula-
dos en cada nivel de descomposición. Como se menciona en [23], la señal discreta
en una resolución consecutiva a cierto nivel de detalle cDj se calcula mediante una
convolución de la señal del nivel previo cAj+1 con un filtro discreto G y tomando
únicamente una muestra de cada dos (down-sampling). El filtro representado por G
corresponde a un filtro pasa-altas, el cual a su vez tiene un correspondiente filtro
relacionado en cuadratura, H[7], el cual es interpretado como un filtro pasa-bajas de
la señal discreta del nivel anterior, cAj+1. Este proceso resulta en la aproximación de
los coeficientes del siguiente nivel cAj. Aśı pues, la representación completa wavelet
se compone de los dos conjuntos de coeficientes resultantes (cAj, cDj). Basado en lo
anterior, la descomposición multi-nivel implica llevar acabo el proceso anterior en
cascada, tomando la salida del filtro pasa-bajas como la entrada del mismo proceso.

La reconstrucción de la señal previa a un nivel dado se lleva acabo introduciendo
ceros entre cada muestra de cAj (up-sampling) y cDj y convolucionando las señales
resultantes con los filtros H y G respectivamente multiplicando por 2 [23]. Las Figu-
ras 4.1 y 4.2 muestran los procesos de descomposición y recontrucción previamente
descritos:
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G

H

↓ 2

↓ 2

cAj+1

cDj

cAj

↓ 2 : Una muestra cada dos

X : Convolución con filtro X

Figura 4.1: Esquema de la metodoloǵıa de descomposición wavelet multi-nivel.

La umbralización (referido en inglés como thresholding) es el proceso en el cual
se establece un valor de referencia en una señal, donde por encima o por debajo de
este punto, se establece un valor particular en ese punto de la señal. El proceso de
umbralizado pude ser clasificado en tres tipos:

Hard-thresholding o umbralizado duro, los valores por debajo del valor de
referencia son igualados a cero mientras que los valores superiores son multi-
plicados por una función identidad.

Soft-thresholding o umbralizado suave, la señal es establecida en cero por de-
bajo del valor de umbral, mientras que los valores superiores son atenuados en
un factor proporcional al valor de referencia.

Shrinkage, la señal es umbralizada basada en una función, manteniendo bajos
los valores pequeños y manteniendo idénticos los valores superiores.

La Figura 4.3 muestra cómo cada método de umbralizado afecta a una función
identidad y = x con un umbral en y = 0.

La selección de un valor de umbralización dentro del proceso de filtrado de ruido
empleando descomposición wavelet es un caso de estudio y depende del tipo de señal
a procesar. De acuerdo al trabajo publicado en [5], se propone emplear un umbral
universal, el cual es incorporado dentro de su método VisuShrink definido como:

tn = ϵ1
√

2 log (n) (4.1)
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cAj

cDj

↑ 2

↑ 2

H

G

+ ∗2
cAj+1

↑ 2 : Cero cada dos muestras

X : Convolución con filtro X

∗2 : Multiplicación por 2

Figura 4.2: Esquema de la metodoloǵıa de reconstrucción wavelet multi-nivel

Donde ϵ1 es una estimación del nivel de ruido σ, y n es el número de muestras.
La estimación del nivel de ruido, de acuerdo a [5] puede realizarse utilizando el
estimador MAD definido como:

ϵ1 =

[
median|yt|

0.6745

]2
(4.2)

Donde yt son las muestras en el nivel de más detalle de la descomposición wa-
velet de la señal. Aśı pues, de acuerdo a [5][6], para recuperar una señal a partir de
datos sometidos a ruido, es suficiente con aplicar soft-thresholding a los coeficientes
de detalle obtenidos mediante la función de descomposición wavelet, empleando el
umbral constante tn calculado previamente usando el estimador MAD.

Una vez sentadas las bases del procesamiento de señales, a continuación se de-
sarrolla la metodoloǵıa del sistema basado en audio de alta frecuencia para la esti-
mación de rango de obstáculos.

4.2. Metodoloǵıa

El algoritmo propuesto se estructura en cinco etapas:

Preprocesamiento.
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Figura 4.3: Gráficas que muestran cómo cada método de umbralizado afecta a una
función identidad y = x.

Filtrado de Gabor.

Eliminación de ruido mediante transformada wavelet.

Umbralización de la señal.

Cálculo del tiempo de vuelo y estimación de la distancia en tiempo real.

La Figura 4.4 muestra un diagrama de la metodoloǵıa propuesta con cada una
de sus etapas.

Durante el preprocesamiento de la señal, la señal captada por el micrófono se
acondiciona para su posterior procesamiento. Se normaliza la amplitud de la señal
y su longitud se ajustó a la potencia de dos más próxima, descartando las muestras
necesarias en la cola de la señal. Este ajuste es fundamental para garantizar una
descomposición wavelet discreta adecuada, dado que dicho proceso requiere que la
señal tenga una longitud en potencias de dos.

Para el proceso de filtrado en frecuencia se diseña un filtro unitario de Gabor
centrado en la frecuencia principal del tren de pulsos utilizado como referencia. Este
filtro permite enfocar la señal en la frecuencia esperada, facilitando la extracción de
información relevante. El valor de σ del filtro de Gabor se selecciona mediante un
método iterativo de prueba y error, buscando un equilibrio óptimo entre la precisión
temporal y frecuencial.

Tras la aplicación del filtrado frecuencial, la señal se somete a un proceso de
eliminación de ruido basado en la descomposición multi-nivel de wavelet discreta y
la metodoloǵıa VisuShrink, descrita en [5, 6]. Posteriormente, la señal se rectifica
para mejorar su interpretación. Para suprimir variaciones espurias en el nivel base



Método para la estimación de rango de obstáculos usando eco-localización con sonido de
alta frecuencia 73

Emisión del
ping de control

Captura
del sonido

Ajuste de
la longitud
de onda y

normalización

Filtrado
de Gabor

Eliminación de
ruido mediante

Wavelets

Umbralizado
de la señal
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Figura 4.4: Diagrama de la metodoloǵıa propuesta.

de la señal, se aplica un umbral duro, estableciendo en cero aquellas componentes
cuya amplitud sea inferior al 2 % del valor máximo de la onda.

Para el cálculo de tiempo de vuelo, la señal procesada se separa en bloques bien
definidos, correspondientes tanto al tren de pulsos del ping de control como a los
ecos detectados. Para identificar los instantes clave de estos eventos, se aplica una
función de detección de transiciones a lo largo de la señal, permitiendo determinar
los instantes de transición ascendente y descendente dentro de cada bloque. La
diferencia temporal entre el primer flanco ascendente (asociado al tren de pulsos de
control) y los flancos ascendentes subsecuentes (correspondientes a los ecos reflejados
por los objetos) permite calcular el tiempo de propagación de la onda en el aire.

Finalmente, la distancia entre la fuente emisora y el objeto reflectante que generó
el eco se estima mediante la siguiente expresión:

D =
SERE − SPRE

fs
× 343

2
(4.3)

Donde D representa la distancia estimada al obstáculo, SERE denota la muestra
correspondiente al flanco ascendente del eco detectado, SPRE indica la muestra en
la que se registró el flanco ascendente del pulso de control, y fs es la frecuencia de
muestreo. La constante 343 corresponde a la velocidad del sonido en el aire (m/s),
y el factor de división por 2 considera el trayecto de ida y vuelta de la onda sonora.
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Figura 4.5: Respuesta en frecuencia y patrón polar del micrófono Shure® SV-100.
Figura tomada del manual del dispositivo.

4.3. Experimentos

Los experimentos propuestos consisten en estimar la distancia de un obstáculo
dispuesto a diferentes distancias del dispositivo de recolección de audio dentro de
un ambiente interior. El obstáculo utilizado es una caja metálica de dimensiones de
44× 44× 47 cent́ımetros. Durante los experimentos, se utilizó un micrófono Shure®

SV-100 con un patrón de captura cardioide, el cual capturó el sonido ambiental y
se apuntó en dirección al obstáculo. La Figura 4.5 muestra el patrón y la respuesta
en frecuencia del micrófono utilizado. La señal para el ping de control se genera
mediante un script en el software R. Las ondas estudiadas son: sinusoidal, cuadrada,
triangular y dientes de sierra. El tren de pulsos se formó con cinco ciclos de cada señal
con una frecuencia fija de 15kHz y una frecuencia de muestreo de 44100 muestras
por segundo. Estos trenes de pulsos son reproducidos a través de un altavoz activo
Bose Color II®, grabando el sonido ambiental usando el software Audacity y una
interfaz Behringer U-PHORIA UMC202HD®.

El algoritmo es implementado en Python utilizando la biblioteca pywt para cal-
cular la onda diezmada mediante wavelets. La familia de wavelets seleccionada es
Daubechies con una longitud de filtro de 2 coeficientes. El umbral para la reducción
de ruido es determinado empleando el método VisuShrink [5, 6]. El filtro de Gabor
unitario se construye a partir de las ecuaciones 2.3 y 2.4, centrado en 15 KHz con
un valor de σ de 300. El parámetro σ se selecciona mediante un proceso de prueba
y error. La Figura 4.6 muestra el espectro de la grabación del micrófono para la
estimación de la distancia al obstáculo, utilizando un tren de pulsos sinusoidales
de 15 KHz. En el mismo gráfico se presenta la respuesta del filtro de Gabor. La
Figura 4.7 ilustra los resultados de cada una de las etapas del método propuesto:
(a) señal original registrada por el micrófono, (b) señal filtrada por el filtro de Ga-
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Figura 4.6: Se muestra en azul el espectro de la grabación correspondiente a la
estimación de rango utilizando un tren de pulsos de una señal sinusoidal de 15KHz.
En naranja se muestra la respuesta unitaria de un filtro de gabor centrado a 15 KHz
con valor de σ 300[13].

bor propuesto, (c) señal procesada mediante descomposición wavelet y reducción de
ruido con VisuShrink (posteriormente rectificada), y (d) señal umbralizada al 2 %
del máximo de la señal. Esta figura representa el proceso completo utilizando una
onda sinusoidal de 15 KHz.

Una vez identificados los bordes ascendentes de cada uno de los bloques en la
señal, es posible estimar la distancia al obstáculo. En este caso, se asume que el
primer bloque (de mayor amplitud) corresponde al pulso de control y el bloque
inmediato siguiente representa el eco reflejado por el obstáculo. Con base en los
resultados del procesamiento de la señal y la ecuación 4.3, se lleva acabo la estimación
del rango utilizando cada una de las formas de onda propuestas. En la Tabla 4.1
presentan los resultados de la estimación de la distancia entre el obstáculo y el
sistema de adquisición de sonido. El objeto se sitúa a cuatro distancias distintas,
realizando pruebas con cada una de las formas de onda.

La distancia se selecciona de manera que el pulso de control y los ecos no se
solaparan entre śı. La distancia mı́nima teórica a la que un eco puede recibirse sin
superposición se calcula mediante:

δ = 2Tnvs, (4.4)

donde δ representa la distancia mı́nima sin solapamiento del eco, T es el peŕıodo
de la onda utilizada para el pulso, n es el número de ciclos y vs es la velocidad del
sonido a 20◦C. Aplicando la ecuación 4.4, la distancia mı́nima en nuestra aplicación
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Onda sinusoidal
Distancia Real (cm) Estimación (cm) Error

130 127.16 2.84
140 134.16 5.84
150 144.27 5.73
160 153.22 6.78

Onda cuadrada
Distancia Real (cm) Estimación (cm) Error

130 128.72 1.30
140 135.72 4.28
150 145.83 4.17
160 154.77 5.23

Onda dientes de sierra
Distancia Real (cm) Estimación (cm) Error

130 128.72 1.30
140 136.50 3.50
150 144.66 5.34
160 156.33 3.67

Onda triangular
Distancia Real (cm) Estimación (cm) Error

130 126.38 3.62
140 135.72 4.28
150 143.11 6.89
160 154.77 5.23

Tabla 4.1: Tabla de la estimación de la distancia a un obstáculo usando cada una de
las formas de ondas propuestas. Se emplea un tren de pulsos compuesto por 5 ciclos
completos de la onda a una frecuencia de 15 KHz.
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Figura 4.7: Resultado del procesamiento de una señal sinusoidal con un obstáculo
a 30cm: (a) señal original obtenida a través del micrófono, (b) onda después del
filtrado de Gabor en frecuencia, (c) señal después de la eliminación de ruido con
wavelets y (d) onda umbralizada[13].

a 15 KHz es aproximadamente 22.86 cm. No obstante, para garantizar este paráme-
tro, se selecciona una distancia considerablemente mayor para la realización de los
experimentos. Para evaluar esta distancia mı́nima, se repite el experimento con el
obstáculo ubicado a 30 cm del micrófono. La Figura 4.8 muestra las etapas de pro-
cesamiento de la señal grabada a esta distancia utilizando la misma onda sinusoidal
de 15 KHz como pulso de control.

El resultado de la estimación en este experimento fue 24.88 cm, lo que implica un
error de 5.12 cm. Aunque el error se encuentra dentro de los rangos previamente ob-
tenidos, se observa que la separación entre el primer bloque (correspondiente al pulso
de control) y el siguiente es muy reducida. Este experimento permitió determinar
la distancia mı́nima medible utilizando las formas de onda propuestas. Asimismo,
se realizan experimentos adicionales para comparar la estimación de distancia del
método propuesto frente a sensores convencionales utilizados en robótica [1]. Los sen-
sores seleccionados son el sensor ultrasónico HC-SR04 y el sensor infrarrojo SHARP
GP2Y0A21YKOF. En estos experimentos, se realizan 5 mediciones de distancia en
el rango de 20 cm a 200 cm con incrementos de 20 cm utilizando cada método. La
Tabla 4.2 presenta los resultados obtenidos en cada experimento, mientras que la
Figura 4.9 ilustra la comparación de la media de los errores absolutos para cada
metodoloǵıa.
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Tabla 4.2: Resultados comparativos de las estimaciones obtenidas con el método
propuesto, un sensor ultrasónico y un sensor infrarrojo. Cada experimento consistió
en realizar 5 mediciones de distancia entre 20 cm y 200 cm con incrementos de 20
cm utilizando cada método. La tabla presenta el promedio de las estimaciones, la
desviación estándar y el error absoluto medio para cada medición.

Media de las estimaciones
Distancia real (cm) Método propuesto (cm) Ultrasónico Infrarrojo

20 22843.33 21.54 17.19
40 41.45 40.39 44.24
60 56.77 60.11 74.87
80 75.05 80.43 126.65
100 92.00 99.35 152.87
120 112.15 117.92 134.06
140 130.73 138.82 119.24
160 154.38 136.68 96.99
180 172.50 177.55 91.11
200 196.38 197.46 105.04

Desviación estándar de las estimaciones
Distancia real (cm) Método propuesto (cm) Ultrasónico Infrarrojo

20 0.00 0.18 0.31
40 0.21 0.05 1.07
60 0.27 0.25 3.00
80 0.39 0.40 14.84
100 0.21 0.32 15.94
120 0.58 0.39 28.08
140 0.32 0.73 42.15
160 0.00 18.74 8.24
180 0.34 0.26 9.84
200 0.00 0.03 18.62

Media de los errores absolutos
Distancia real (cm) Método propuesto (cm) Ultrasónico Infrarrojo

20 22823.33 1.54 2.80
40 1.45 0.39 4.24
60 3.23 0.20 14.87
80 4.95 0.43 46.65
100 7.99 0.64 52.87
120 7.85 2.07 20.57
140 9.26 1.21 42.17
160 5.62 23.31 63.00
180 7.49 2.44 88.88
200 3.62 2.53 94.95
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Figura 4.8: Resultado del procesamiento de una señal sinusoidal con un obstáculo a
la mı́nima distancia permitida por el sistema: (a) señal original obtenida a través del
micrófono, (b) onda después del filtrado de Gabor en frecuencia, (c) señal después
de la eliminación de ruido con wavelets y (d) onda umbralizada[13].

4.4. Conclusiones

Los resultados obtenidos indican que la metodoloǵıa propuesta permite una es-
timación precisa de la distancia a los obstáculos mediante el análisis de ecos de alta
frecuencia, lo cual permite que el sistema sea utilizado como sensor de estimación de
rango dentro del algoritmo de SLAM propuesto en el tema de investigación. Si bien
el error de estimación fue similar para todas las formas de onda evaluadas, la onda
diente de sierra mostró un mejor desempeño en términos de precisión. Sin embargo,
es importante considerar otros factores como la amplitud de la onda emitida, lo que
puede incrementar la ganancia del eco y facilitar su detección, en contraposición
a las pérdidas energéticas y la susceptibilidad al ruido derivadas de la dispersión
frecuencial en cada una de ellas.

El método propuesto se fundó en el procesamiento de señales de audio mediante
filtrado de Gabor, cuya funcionalidad fue explorada en audio en el Caṕıtulo 2, y la
descomposición wavelet multinivel para la eliminación de ruido.

Por otro lado, esta aplicación brinda la oportunidad de ser implementada con
elementos de bajo costo y fácil accesibilidad, aśı como su capacidad de poder adap-
tarse el algoritmo a diferentes formas de onda y frecuencias, esto con la finalidad de
obtener una mayor precisión o adaptabilidad al entorno donde sea empleado.
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Figura 4.9: Comparación entre el método propuesto, un sensor ultrasónico y un
sensor infrarrojo para la estimación de distancia. Los experimentos consistieron en
realizar 5 mediciones de distancia entre 20 cm y 200 cm con incrementos de 20 cm
utilizando cada método[13].

Los experimentos demostraron que la metodoloǵıa propuesta en este trabajo per-
mite obtener estimaciones precisas en un amplio rango de operación. Cabe destacar
que las mediciones realizadas para la distancia mı́nima permitida por el método
(24.88 cm) fueron consistentes y competitivas en comparación con el sensor ul-
trasónico, e incluso mostraron un desempeño superior respecto al sensor infrarrojo
seleccionado para estos experimentos. La primera estimación con el método pro-
puesto resultó en un error de valor por defecto (22843.33) debido a que la distancia
se encontraba por debajo del rango mı́nimo medible por la metodoloǵıa.



Caṕıtulo 5

Conclusiones y trabajo a futuro

5.1. Conclusiones

Como se definió a lo largo de este trabajo, la robótica probabiĺıstica es un enfoque
en el que se dota a los sistemas robóticos de mecanismos o métodos para manejar la
incertidumbre en su percepción (sensores) y acción (controles) a través de modelos
probabiĺısticos. Los métodos propuestos en este campo pretenden mejorar la toma
de decisiones en entornos dinámicos e impredecibles, sustentados principalmente en
estad́ıstica bayesiana y aprendizaje automático.

El proyecto de investigación propuesto permitió indagar en uno de los princi-
pales temas del campo de la robótica probabiĺıstica: El mapeo y localización si-
multánea (SLAM). Se estudiaron e implementaron algoritmos de vanguardia del
tema, lográndose identificar puntos de acción para la generación de conocimiento
inédito. Como se mencionó a lo largo de los caṕıtulos, el SLAM consta de dos accio-
nes importantes: la estimación de la posición del robot después de una instrucción
de control, y la actualización de dicha estimación dada la percepción con la cual
cuenta el robot. En el presente trabajo se presentaron tres propuestas que abordan
estas dos fases de manera novedosa: la estimación de la distancia recorrida por un
veh́ıculo robótico de cuatro ruedas usando información odométrica y un modelo de
redes neuronales artificiales; y un modelo de estimación de rango basado en soni-
do empleando filtros de Gabor y descomposición multinivel con wavelets. Estos dos
últimos conceptos fueron analizados en profundidad en su aplicación para el proce-
samiento de señales de audio, produciendo un art́ıculo de su aplicación dentro del
campo de la música.

81
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5.2. Trabajo a futuro

El campo de la robótica probabiĺıstica ha experimentado avances significativos
en los últimos años, particularmente en la localización y mapeo simultáneo (SLAM).
Con la integración de técnicas de aprendizaje profundo, computación en la nube y
optimización de algoritmos probabiĺısticos, se han logrado importantes mejoras en
la precisión y eficiencia de los sistemas autónomos. Sin embargo, aún persisten des-
af́ıos que deben ser abordados para garantizar una navegación robusta en entornos
dinámicos, no estructurados y con restricciones computacionales. Aśı pues, el cam-
po de la robótica probabiĺıstica es actualmente una importante área de oportunidad
para el desarrollo y la investigación.

El trabajo presentado permitió abordar las bases del área de la robótica pro-
babiĺıstica aśı como reveló el panorama sobre los temas que permiten continuar
avanzado en los temas tratados. A continuación se mencionan algunas ĺıneas de in-
vestigación y tópicos para continuar con el trabajo propuesto:

Integración de aprendizaje profundo en SLAM probabiĺıstico

El uso de redes neuronales profundas para la estimación de caracteŕısticas y re-
ducción de ruido en sensores es un área prometedora. Se propone investigar modelos
h́ıbridos que combinen técnicas clásicas de SLAM con enfoques basados en aprendi-
zaje profundo, como Graph Neural Networks (GNNs) para mejorar la optimización
de mapas y redes convolucionales para la estimación de movimiento.

SLAM distribuido y colaborativo

En entornos donde múltiples robots interactúan, el desarrollo de un SLAM dis-
tribuido con intercambio eficiente de datos y actualización colaborativa de mapas es
crucial. Se investigará el uso de inferencia probabiĺıstica distribuida para optimizar la
fusión de información y mejorar la robustez del sistema ante fallos de comunicación.

SLAM para entornos no convencionales

A pesar de los avances, la navegación en entornos extremos como el espacio, el
fondo marino o infraestructuras subterráneas sigue siendo un desaf́ıo. Se propone el
desarrollo de modelos probabiĺısticos adaptativos que puedan ajustarse dinámica-
mente a condiciones ambientales adversas mediante técnicas de inferencia bayesiana
reforzada.

Modelado de incertidumbre en sensores no convencionales El uso de
sensores alternativos como radares de onda milimétrica, sensores táctiles o espec-
troscopia para SLAM requiere un modelado probabiĺıstico más preciso. Se explorará
la implementación de filtros de part́ıculas avanzados y redes bayesianas para mejorar
la interpretación de datos en tiempo real.

Optimización computacional de algoritmos SLAM

Dado el alto costo computacional de los algoritmos de SLAM probabiĺıstico, se
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investigará el uso de técnicas de compresión de datos y algoritmos de baja laten-
cia. En particular, se explorarán implementaciones en hardware especializado como
GPUs y TPUs para acelerar la inferencia en sistemas embebidos de bajo consumo.

El futuro de la robótica probabiĺıstica y SLAM radica en la integración de meto-
doloǵıas interdisciplinares que permitan superar las limitaciones actuales en térmi-
nos de precisión, eficiencia computacional y robustez en entornos dinámicos. La
combinación de modelos probabiĺısticos con aprendizaje automático, computación
distribuida y nuevas técnicas de inferencia permitirá el desarrollo de robots más
autónomos y capaces de operar en condiciones adversas. Estas ĺıneas de investiga-
ción representan una base sólida para el avance del estado del arte en la navegación
robótica y la percepción del entorno, con aplicaciones en sectores clave como la
exploración espacial, la loǵıstica y la asistencia en desastres naturales.
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