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Resumen

Se estudia un sistema de dos ecuaciones diferenciales con difusión fraccionaria con
coeficientes dependientes del tiempo. Usando el teorema de punto fijo se demuestra
la existencia local del sistema. Asumiendo la existencia de la solución mild se verifica
que esta es una solución clásica del sistema. En general, se asume la positividad de la
solución y se discute por qué este supuesto, para un sistema, no es fácil de verificar.
Asumiendo la positividad de la solución, se estudia el comportamiento asintótico de
la masa del sistema. A saber, primero se dan condiciones sobre los parámetros del
sistema que garantizan la positividad de la masa y otras cuando esta se extingue.
Más aún, restringiendo la condición temporal sobre la difusión del sistema, en caso
de la positividad de la masa, se da una tasa del comportamiento asintótico de ésta.
Cabe hacer notar que las condiciones que aquí se discuten generalizan otros trabajos
anteriores.
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Abstract

A system of two differential equations with fractional diffusion and time-dependent
coefficients is studied. Using the fixed point theorem it is proved the local existence of
the system. Assuming the existence of a mild solution it is verified that this is a classical
solution of the system. In general, the positivity of the solution is assumed, and it is
discussed why this postulation, referred to a system, is not easy to verify. Assuming the
positivity of the solution, the asymptotic behaviour of system mass is studied. Namely,
conditions on system parameters that guarantee the positivity of mass are given first,
and then other ones for its extinguishing. Moreover, restricting the temporal condition
on the diffusion system, in case of the positivity of mass, an asymptotic behaviour rate
of it is given. Note that the conditions discussed here generalize previous works.
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Capítulo 1

Introducción

1.1 Antecedentes históricos

Después de la invención del cálculo en el último tercio del siglo XVII, rápidamente los
matemáticos de ese tiempo desarrollaron nuevos conceptos que aplicaron en la formu-
lación precisa de fenónemos naturales hasta entonces solo estudiados mediante rela-
ciones empíricas. La predicción de resultados a partir de la observación y modelos
elaborados con las nuevas herramientas, marcaron un nuevo rumbo en el entendimiento
de los fenómenos entonces conocidos.

La modelación de los procesos naturales se dió principalmente en el desarrollo y estudio
de las ecuaciones diferenciales. En particular, el proceso de difusión, primeramente
planteado por Fourier en 1807 en la ecuación de calor, se expresó como una ecuación
diferencial del tipo (

∂

∂t
+ ∆

)
u(t, x) = 0.

Esta fórmula y otras desarrolladas como la ecuación de onda, las ecuaciones del movi-
miento y las de gravitación se expresaron en términos de primera y segunda derivada.
Parecía natural que así fuera pues la derivación es una acción unitaria, entera, desde el
punto de vista de quien hace la operación, y así lo confirmaba la naturaleza. Pero no
para los matemáticos, que desde un principio se plantearon, al menos teóricamente, si
era posible la derivación fraccionaria, hecho que se documenta en una carta de L’Hopital
a Leibniz en 1695 donde le comentaba sobre la derivada de orden 1/2. Euler en 1738
elabora la primera generalización de la derivada ordinaria a fraccionaria, la que tenía
sentido para funciones de potencias del tipo xa. Fourier en 1822 definió una derivada
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1.2. Planteamiento del problema

de orden p arbitrario en términos de integrales.

Desarrollos posteriores en este campo dieron como resultado varios tipos de opera-
dor diferencial fraccionario. Así, por ejemplo tenemos los operadores fraccionarios de
Riemann-Liouville, los de Weyl, las derivadas fraccionarias de Caputo, de Grünwald-
Letnikov, de Marchaud, así como los operadores de integración y derivación fraccionaria
de Riesz (ver el Capítulo 2 de [23]).

Por decirlo así, las matemáticas anticipaban la herramienta a usar en el posterior des-
cubrimiento del comportamiento de los procesos reales.

1.2 Planteamiento del problema

La difusión es un proceso común en la naturaleza [16] en el cual tiene lugar el movimiento
de una cantidad física de un lugar a otro en el tiempo, y su proceso es aleatorio. El
ejemplo más conocido es el movimiento Browniano, que fue estudiado y descrito formal-
mente por Einstein en 1905, en el que el cuadrado del promedio del desplazamiento de
una partícula suspendida en la superficie de un líquido es lineal en el tiempo de acuerdo
a la relación 〈r2(t)〉 ∝ t, donde r(t) es el desplazamiento de la partícula al tiempo t y
los corchetes indican la cantidad de desplazamientos considerados en el promedio; esta
descripción de Einstein se denominó difusión normal, al pensarse que es el modo en que
la difusión opera en la naturaleza. Sin embargo, a partir de la segunda década del siglo
XX se han encontrado sistemas donde los desplazamientos crecen en el tiempo en la
forma 〈r2(t)〉 ∝ tγ, con γ > 0. Así, se caracterizaron estos procesos como anómalos y se
llamaron de superdifusión si γ > 1 y de subdifusión si γ < 1. Actualmente se reconoce
que la denominación es contraria a la realidad, ya que la mayoría de los fenómenos
observados en la naturaleza son anómalos y se han encontrado en casi todos los campos
de la ciencia; por ejemplo: en la difusión de moléculas en la membrana celular [17] o
el crecimiento de colonias de bacterias en placas de Petri [20], en el comportamiento
de forrajeo1 de depredadores marinos como el tiburón [19] o el albatros [18], o el de los
monos araña en México [21], entre otros (ver el Capítulo 10 de [22] y el Capítulo 1 de
[23] para mayores referencias).

1del inglés foraging, término que se usa para describir la acción de búsqueda de alimento que realizan
los animales.
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Capítulo 1. Introducción

La difusión anómala se caracteriza por un factor de dispersión que no es constante, lo
que lleva a la consideración del uso de derivadas fraccionarias en las ecuaciones que la
describen.

Es común que un proceso de difusión se acompañe de otro de reacción, en el que
la variable que se dispersa interactua con otra en el mismo espacio y tiempo. Esta
interacción se expresa como una función en la que se combinan de alguna manera,
determinada por la observación, las entidades involucradas. Su ecuación general es del
tipo (

∂

∂t
+ ∆

)
u(t, x) = f(t, x, u)

donde f puede ser dependiente también de derivadas de algún orden de u. La combi-
nación de ambos procesos, de difusión y reacción, aunado a la naturaleza fraccionaria
del operador diferencial, nos lleva a la definición de procesos de difusión-reacción frac-
cionaria, uno de cuyos modelos es el centro del presente trabajo.

1.2.1 Sistema de ecuaciones diferenciales

Se analiza el comportamiento asintótico de la solución de un sistema de dos ecuaciones
diferenciales parciales de difusión-reacción fraccionarias débilmente acopladas

∂

∂t
ui(t, x) = ki(t)∆αiui(t, x)− hi(t) |uj(t, x)|βi ,

ui(0, x) = ϕi(x), 0 < αi ≤ 2, βi ≥ 1,
(1.2.1)

donde i = 1, 2, j = 3− i,

ui ∈ C([0, 1] : (L1(Rd) ∩ L∞(Rd))× (L1(Rd) ∩ L∞(Rd))),

ϕi ∈ (L1(Rd) ∩ Lp(Rd)).

En el sistema que se analiza identificamos a ∆αi como el Laplaciano fraccionario, cuya
componente, multiplicada por una función positiva ki, constituye la difusión del proceso
i, mientras que el término a la potencia real βi, multiplicado por una función positiva
hi, representa el fenómeno de reacción con el proceso j; el signo menos denota la
característica de decaimiento en la tasa de crecimiento del sistema en el tiempo.
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1.3. Motivación

1.2.2 Ecuación integral

El sistema integral asociado al sistema diferencial (1.2.1) es de la forma

ui(t, x) = Ui(0, t)ϕi(x)−
∫ t

0
hi(s)Ui(s, t) |uj(s, ·)|βi (x) ds (1.2.2)

(ver sección A.4), donde

Ui(s, t)ϕi(x) .= (pi(Ki(s, t), ·) ∗ ϕi) (x), (1.2.3)

es decir,
Ui(s, t)ϕi(x) .=

∫
Rd
pi(Ki(s, t), y − x)ϕi(y)dy,

y Ki(s, t) .=
∫ t

s
ki(r)dr, s < t, (1.2.4)

Ki(t) .= Ki(0, t).

La solución de este sistema de ecuaciones integrales, (1.2.2), se denomina solución mild
de (1.2.1). Por el contrario, una solución de la ecuación diferencial siempre es solución
de la ecuación integral, y se denomina solución clásica. La masa del sistema ui al tiempo
t es Mi(t) =

∫
Rd ui(t, x)dx.

La correspondencia entre los sistemas de ecuaciones (1.2.1) y (1.2.2) se tiene mediante la
función pi(t, x), denominada solución fundamental (solución de la ecuación homogenea
asociada a (1.2.1)) o kernel de (1.2.1). En probabilidad esta se llama densidad α-estable.

1.3 Motivación

Conforme avanzaba el primer tercio del siglo XX se hizo evidente la existencia de sis-
temas de difusión anómala y aunque en un principio no se dedicó mucho esfuerzo para
desarrollar nuevo conocimiento al respecto, poco a poco se le dedicó mayor atención; a
la par se descubrían nuevos procesos en los que se observaba este comportamiento. En
la siguiente tabla, tomada de [23], se muestra cómo aumentó la cantidad de artículos
relacionados con el tema hasta 2007, siendo evidente el interés actual sobre el mismo a
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Capítulo 1. Introducción

partir de la década de los 90’s:

Frases en título o abstract 45-80 81-90 91-96 97-01 02-07
Fractional Brownian Motion 3 6 158 324 659
Anomalous Diffusion 116 108 520 672 1196
Anomalous Relaxation 10 14 23 35 50
Anomalous Dynamics 18 28 79 58 273
Anomalous Processes
Fractional Models
Fractional Relaxations
Fractional Kinetics
Fractional Dynamics
Fractional Differential Equation 0 2 19 53 304
Fractional Foker-Plank Equation
Fractional Diffusion Equation

Los primeros temas desarrollados versaron sobre la explosión de la solución del sistema,
el que se describía similarmente a (1.2.1) pero con el término de reacción positivo. El
más destacado fue el presentado por Fujita [24] en 1966 para una ecuación del tipo
ut = ∆u + u1+α. Sin embargo, el tema del decaimiento fue abordado hasta la década
de los 80’s, por lo que puede decirse que es un tema de investigación reciente.

En los sistemas de decaimiento de masa el objetivo es determinar las condiciones en
que las variables y parámetros han de relacionarse para asegurar, además de la existen-
cia, unicidad y positividad de la solución, que el comportamiento global en el tiempo
converge a un estado finito (menor que el inicial) o cero.

Una línea de investigación en este campo la podemos establecer con las publicaciones
siguientes, en las que se observa cómo el nivel de análisis se eleva al incrementar la
complejidad de las ecuaciones; todas ellas describen un mismo proceso, el de difusión-
reacción, pero con diferentes alcances.

Por ejemplo, Fino y Karch [13] estudian una ecuación del tipo

∂tu = ∆αu+ λup, x ∈ RN , t > 0,

11



1.4. Existencia de la solución

u(x, 0) = u0(x),

donde la difusión es fraccionaria, ∆α, con 0 < α < 2. El coeficiente del operador es la
unidad y el del término de reacción es constante.

Un trabajo con una ecuación un poco más compleja la analizan Droniou e Imbert en
[14]. En efecto, estudian la ecuación

∂tu(t, x)−∆α[u(t, ·)](x) = F (t, x, u(t, x),∇u(t, x)), t > 0, x ∈ RN

u(0, x) = u0(x), x ∈ RN .

El coeficiente del operador ∆α es unitario y el término de reacción es general e involucra
al gradiente de la solución.

En una publicación posterior, Jleli y Samet [12], estudian la ecuación

∂tu = tσ∆αu− h(t)up, x ∈ RN , t > 0,

u(x, 0) = u0(x).

donde σ ≥ 0, p > 1, h : [0,∞) → [0,∞) y u0 ∈ L1(RN) ∩ Lp(RN) es un dato inicial no
negativo. El coeficiente del operador es una función de potencia de t y el del término
de reacción es la función continua y no negativa h.

En el presente trabajo tratamos no con una ecuación diferencial sino con un sistema de
dos ecuaciones diferenciales, con coeficientes variables en t para ambos términos, el de
difusión y el de reacción, para lo que utilizamos la representación integral del operador
fraccionario definido en [14], que se describe posteriormente en la Sección 2.3.

El propósito de este trabajo es presentar una generalización a lo actualmente publicado
en lo que al sistema de ecuaciones (1.2.1) se refiere y resaltar que el método de análisis
es consistente con los utilizados en las publicaciones comentadas previamente.

1.4 Existencia de la solución

Para validar que el sistema de ecuaciones (1.2.1) tiene solución deberemos de verificar
varios requerimientos formales; a saber:

12



Capítulo 1. Introducción

• La existencia y unicidad de la solución mild local dentro del espacio definido y
las restricciones impuestas. Esto lo veremos mediante el teorema del punto fijo
de Banach.

• La positividad de la solución. Tratándose de sistemas que modelan procesos
físicos, es importante verificar que la solución en todo momento sea positiva; aún
en el caso de entidades a las que se les asignan propiedades negativas (como la
carga eléctrica) su cantidad física (número, volumen, densidad, etc.) debe ser
positiva.

• La verificación de que la solución mild es en efecto una solución clásica del sistema
(1.2.1).

• El comportamiento asintótico de la solución del sistema en el tiempo.

De estas propiedades de la solución la que es difícil de mostrar es la positividad, contra
lo que se puede suponer tratándose de su cualidad de existencia; si existe, es positivo,
pues en la naturaleza no hay cantidades negativas. Sin embargo, este hecho no consta
en el sistema de ecuaciones diferenciales per se; por tanto, debe mostrarse que está
bien definido, esto es, que efectivamente las relaciones entre las variables y parámetros
aseguran la positividad (o no negatividad) en todo tiempo.

Lo que se ha observado es que la propiedad de positividad se basa fuertemente en la
propiedad del principio del máximo. Esta propiedad, la del principio del máximo, sólo
se aplica a una ecuación en su forma diferencial (no integral). En seguida abundamos
un poco más sobre este punto.

En [6] se menciona que la ecuación

∂u

∂t
= ∆αu− u|u|β, 0 < α ≤ 2, 0 < β ≤ 1,

con condición inicial

u(0) = ϕ ∈ Lp(Rd) ∩ L2p(Rd), p ≥ 1,

tiene una única solución en Lp(Rd) de la forma

ut = Uαϕ,

13



1.4. Existencia de la solución

donde Uα es un semigrupo de contracción en Lp(Rd) con generador infinitesimal ∆α −
ϕ|ϕ|β. La solución satisface la ecuación integral

u(t) = Sαt ϕ−
∫ t

0
Sαt−s(u(s)|u(s)|β)ds,

donde Sα es un semigrupo de contracción con generador infinitesimal ∆α. Además, si
ϕ ≥ 0, entonces u(t) ≥ 0, para cada t ≥ 0.

El problema para generalizar este método es que es muy poco preciso y sólo se indican
hechos generales. Por ejemplo, sólo se menciona que se requiere probar que el operador
∆α necesita ser m-accretive en Lp(Rd). Sin embargo, al checar [7], que es la referencia
que usa [6], se tiene que la demostración que ellos proporcionan es para el caso en que
β > 1 (al contrario de [6]).

Por otra parte, la propiedad a verificar es que

Aqf
.= −∆αf + f |f |β, (β > 1)

es un operador m-accretive en Lq(Rd), para algún 1 ≤ q ≤ ∞. Es decir, ∀λ > 0, I+λAq

es sobre q

∀u, v ∈ D(Aq),
∥∥∥(u− v)+

∥∥∥
q
≤
∥∥∥(u+ v + λAqu− λAqv)+

∥∥∥
q
.

Luego, usando la propiedad de m-accretividad, definen una aproximación y mencionan
que es convergente, usando el Teorema de Crandall-Liggett. Además, en el Remark
1.2 de [7] se menciona que usando el principio del máximo de Friedman se obtiene la
positividad de la solución, pero en este caso no se puede usar una versión local del
principio del máximo como en Friedman. En efecto, ∆α no tiene esta propiedad local,
mas bien tiene una propiedad global, ver la Sección 2.4.

Otro inconveniente de este método es que al incorporarle los términos

tpi∆αiui − hi(t)uj

(i.e. considerar un sistema autónomo) el semigrupo ya no lo es, sino más bien es una
familia de evolución y se tendría que demostrar, entre otros, el Teorema de Crandall-
Liggett para este tipo de familias de evolución, lo cual es muy poco viable.
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Capítulo 1. Introducción

En [8] se demuestra la existencia global de la solución de la ecuación

ut = ∆u+ µ|∇u|p, µ 6= 0, p > 1,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Rd.

La existencia de la solución es en el sentido clásico, es decir, u(·, t) ∈ C2
b (Rd); además

se demuestra un principio del máximo. Si µ < 0 entonces se prueba, en el Teorema B
de [8], que

lim
t→∞

∫
Rd
u(x, t)dx = 0.

Aquí se asume que 0 ≤ u0 ∈ C2
b (Rd) ∩ Lp(Rd). El método para demostrar la existencia

de la solución global, que se usa en dicho trabajo, es por aproximaciones. Como hemos
mencionado, la demostración del principio del máximo usa la forma diferencial de la
ecuación. En particular, propiedades clásicas de la derivada, como cero en un punto
máximo, ya no se cumplen para el operador ∆α, lo cual hace difícil seguir [8].

Usando el método de [8], Pinsky en [9] estudia la ecuación

ut = ∆u− a(x)up|∇u|q, t > 0, x ∈ Rd,

u(x, 0) = ϕ(x) > 0,

cuando a > 0. Además ϕ ∈ C3,α
b (Rd)∩L1(Rd). Para la existencia de la solución Pinsky

utiliza una ecuación auxiliar de tipo mild y usa algunos resultados del Friedman [1]
para verificar que las soluciones que se obtienen son clásicas.

Cabe mencionar que todo parece indicar que es factible aplicar el método introducido
en [9] para estudiar la existencia, en sentido clásico, de un sistema de la forma

∂

∂t
u1 = ∆u1 − h1(t)up1

2 ,

∂

∂t
u2 = ∆u2 − h2(t)up2

1 ,

con condición inicial u1(0, x) = ϕ1(x) ≥ 0, u2(0, x) = ϕ2(x) ≥ 0.

También es factible que se pueda aplicar el Teorema 2 de [9] para estudiar el decaimiento
de la solución. El método de demostración parece ser largo, pero no usa herramientas
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1.4. Existencia de la solución

sofisticadas y poco halagüeñas como las mencionadas en [7].

Es importante señalar que en [10] se estudia un sistema de la forma

ut = ∆u− |∇u|q,

vt = ∆v − |∇v|p,

donde se asume que las condiciones iniciales u0, v0 cumplen
∫
|x|u0(x)dx <∞,

aquí se asume además que la solución existe y es positiva. También se da una referencia
para la existencia “débil” de la solución del sistema.

En [11] se estudia la existencia de soluciones positivas de sistemas de la forma

ut = ∆u+ f(∇u,∇v),

vt = ∆v + f(∇u,∇v).

En este caso no es posible usar el principio del máximo (ver la página 894) porque no
siempre se cumple. En efecto, se presenta el siguiente ejemplo:

u0 ≡ 0, v0 6≡ 0, v0 ≥ 0.

Se considera una función f que cumpla

f(ξ, η) < 0, (ξ, η) 6= 0,

y g ≥ 0. Entonces de la fórmula de Duhamel (la fórmula integral de la ecuación
diferencial) resulta que

u(t) < 0, ∀t > 0.

Esto nos indica que una situación similar podría ocurrir en el sistema (1.2.1) que estamos
estudiando. Aunque hay que tener en cuenta cómo aplica Pinsky el principio del máximo
a una aproximación, en el caso del Laplaciano.
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Por otra parte, está el trabajo de [14] en el cual se estudia la ecuación

∂tu(t, x)−∆α[u(t, ·)](x) = F (t, x, u(t, x),∇u(t, x)), x ∈ Rd, t > 0,

u(0, x) = ϕ(x), x ∈ Rd.

En este trabajo se distinguen dos casos:

• α ∈ (0, 2), sólo se demuestra la existencia y unicidad de la solución (Teorema 5,
página 316) en el caso de soluciones de viscosidad.

• α ∈ (1, 2), en este caso se demuestra la existencia y unicidad de la solución de la
ecuación en el sentido clásico (Teorema 3, página 308).

Además en [14] indican, página 303, que si x es un máximo global de ϕ, entonces
∆α[ϕ](x) ≤ 0, la cual no es una propiedad local, sino global. Esta, como hemos
menciondo, es una de las razones que dificultan verificar la positividad del sistema
(1.2.2).

En la Sección 8.2 de [2] se estudia la existencia de una solución positiva de

∂u

∂t
= ∂2u

∂x2 + f(u), 0 < x < 1, t > 0.

Además, en el Teorema 2.7 de [2] se demuestra un primer resultado de decaimiento.

En conclusión, la positividad del sistema (1.2.1) es un hecho bastante complicado y en
este trabajo asumiremos que la solución es positiva.
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Capítulo 2

Preliminares

2.1 Postulados útiles

2.1.1 Desigualdades

Desigualdad de Hölder
Teorema 2.1.1. Sean f ∈ Lp(Rd), g ∈ Lq(Rd) y 1

p
+ 1

q
= 1, donde 1 ≤ p, q ≤ ∞.

Entonces
‖f g‖1 ≤ ‖f‖p ‖g‖q .

En forma integral,

∫
Rd
|f | |g| dx ≤

(∫
Rd
|f |p dx

) 1
p
(∫

Rd
|g|q dx

) 1
q

.

Desigualdad de Young para la convolución
Teorema 2.1.2. Sean f ∈ Lp(Rd), g ∈ Lq(Rd) y supongamos que 1

p
+ 1

q
= 1

r
+ 1, donde

1 ≤ p, q, r ≤ ∞. Entonces
‖f ∗ g‖r ≤ ‖f‖p ‖g‖q .

Desigualdad de Young numérica
Proposición 2.1.3. Sean a y b números reales no negativos y p y q números mayores
a uno tales que 1

p
+ 1

q
= 1, entonces

ab ≤ ap

p
+ bq

q
.
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La igualdad se obtiene si y sólo si ap = bq.

Si hacemos ab =
(
(εp)1/pa

) (
b

(εp)1/p

)
y aplicamos la desigualdad al lado derecho, obte-

nemos
ab ≤ εap + C(ε)bq.

donde C(ε) = (εp)−q/p 1
q
. Esta expresión se conoce como Desigualdad de Young con

Épsilon.

Desigualdad de Minkowski

Teorema 2.1.4. Sean f ∈ Lp(Rd) y g ∈ Lp(Rd), 1 ≤ p ≤ ∞. Entonces

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p .

Desigualdades elementales

Sean a, b ≥ 0 tales que a ≤ b. Entonces

a ≤ a+ b

2 ≤ b.

Si δ ≥ 0,

aδ ≤
(
a+ b

2

)δ
≤ bδ.

Así, (
a+ b

2

)δ
≤ bδ ≤ bδ + aδ.

Por lo tanto
(a+ b)δ ≤ 2δ(aδ + bδ). (2.1.1)

La igualdad se obtiene si y sólo si a = b = 0.

Sean a, b > 0 y q > 1. Sea f : [0,∞)→ [0,∞) dada por

f(x) = xq.

Su derivada es
f ′(x) = q xq−1 > 0.
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También tenemos que ∣∣∣∣∣f(b)− f(a)
b− a

∣∣∣∣∣ = |f ′(ξ)| ,

donde ξ está entre a y b. Entonces, por el Teorema del Valor Medio,

|bq − aq| = q ξq−1 |b− a|

≤ q (a ∨ b)q−1 |b− a| . (2.1.2)

La igualdad se obtiene si y sólo si a = b.

Sea β ≥ 1 y sea f : [1,∞)→ R,

f(a) = aβ − 1− (a− 1)β.

Derivando, obtenemos
f ′(a) = βaβ−1 − β(a− 1)β−1.

Entonces
f ′(a) > 0, a ≥ 1, β ≥ 1.

Esto significa que f(a) es monótonamente creciente. Como f(1) = 0, tenemos

f(a) ≥ 0, a ≥ 1, β ≥ 1.

Entonces
aβ − 1− (a− 1)β ≥ 0,

aβ − 1 ≥ (a− 1)β.

Sean x, y ∈ Rd, con ‖ x ‖≥‖ y ‖. Tomemos a =‖ x ‖ / ‖ y ‖, entonces

(
‖ x ‖
‖ y ‖

)β
− 1 ≥

(
‖ x ‖
‖ y ‖

− 1
)β
⇒ ‖ x ‖β − ‖ y ‖β≥ (‖ x ‖ − ‖ y ‖)β . (2.1.3)

La igualdad se tiene si x = y.

2.1.2 Regla de Leibnitz

De [4, Sección A.1.1] tomamos la Regla de Leibnitz de diferenciación bajo el signo
integral.
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Teorema 2.1.5. Sean f(t, x), a(t), b(t) funciones derivables en t0 ≤ t ≤ t1 con a, b ∈
{x0 ≤ x ≤ x1}. Entonces

d

dt

∫ b(t)

a(t)
f(t, x)dx =

∫ b(t)

a(t)

∂f(t, x)
∂t

dx+ f(t, b)db
dt
− f(t, a)da

dt
.

Cabe mencionar que esta fórmula tiene la siguiente interpretación: El primer término
del lado derecho da el cambio en la integral ya que la función está cambiando con el
tiempo, el segundo término contabiliza el área ganada conforme el límite superior se
mueve en la dirección positiva del eje, y el tercer término contabiliza la pérdida de área
conforme se mueve el límite inferior.

2.1.3 Propiedades de la solución fundamental

Para α ∈ (0, 2), tenemos las siguientes propiedades de p:

(i) p ∈ C∞((0,∞)× Rd),

(ii) p es una unidad aproximada, es decir, lim
t→0

p(t, x) = δx, ‖p(t)‖1 = 1,∀t > 0,

(iii) p(t+ t′, ·) = p(t, ·) ∗ p(t′, ·),∀t > 0,∀t′ > 0,

(iv) ∃K > 0, ∀t > 0, ‖∂xp(t, ·)‖1 ≤ Kt−1/α,

(v) t ∈ (0,∞) 7→ p(t, ·) ∈ L1(Rd) es continua.

La continuidad de (v) es consecuencia de la regularidad de p y de la propiedad de
homogeneidad (o de escala):

p(t, x) = t−
d
α p(1, t− 1

α x).

En efecto, para todo ε > 0, existe R > 0 tal que para todo compacto A ⊂ (0,∞), t ∈ A,
∫
Rd\BR

|pi(t, x)| dx ≤ ε (equi-integrable en el infinito),

donde BR es la bola centrada en x de radio R.

Además, de [12, Lema 2.3] tenemos la siguiente propiedad de la solución fundamental
(o densidad) p.
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Lema 2.1.6. Para cada u0 ∈ L1(Rd), tenemos

lim
t→∞
‖p(t) ∗ u0 −Mp(t)‖1 = 0, (2.1.4)

donde
M =

∫
Rd
u0(x)dx.

2.1.4 Otros resultados útiles

De [3, Teorema 8.15] tenemos la siguiente convergencia.

Proposición 2.1.7. Sea φ : (0,∞)× Rd → R y definamos φt(x) = t−dφ(t−1x), t > 0.
Supongamos que |φ(x)| ≤ C(1 + ||x||)−d−ε para algunos C, ε > 0 (lo que implica que
φ ∈ L1), y que

∫
φ(x)dx = a. Si f ∈ Lp(1 ≤ p ≤ ∞), entonces f ∗ φt(x) → a f(x)

cuando t→ 0 para toda x en el conjunto de Lebesgue de f - en particular para casi toda
x, y para toda x en donde f es continua.

De [15, Lema 10] tenemos la siguiente estimación de p.

Proposición 2.1.8. Existe c = (d, α) tal que, para cada z ∈ Rd, t > 0,

c−1
(

t

||z||d+α ∧ t
−d/α

)
≤ p(t, z) ≤ c

(
t

||z||d+α ∧ t
−d/α

)
.

De esta Proposición obtenemos, si t = 1 y ||z|| > 1,

p(1, z) ≤ c

(
1

||z||d+α ∧ 1
)

= c||z||−d−α.

De [3, Teorema 2.27] tenemos la continuidad y derivabilidad de la integral de una
función escalar integrable, que enunciamos enseguida.

Teorema 2.1.9. Supongamos que f : X × [a, b] → C(−∞ < a < b < ∞) y que
f(·, t) : X → C es integrable para toda t ∈ [a, b]. Sea F (t) =

∫
X f(x, t)dµ(x).

a. Supongamos que existe g ∈ L1(µ) tal que |f(x, t)| ≤ g(x) para toda x, t. Si
lim
t→t0

f(x, t) = f(x, t0) para toda x, entonces lim
t→t0

F (x, t) = F (x, t0); en particu-
lar, si f(x, ·) es continua para toda x, entonces F es continua.

23



2.1. Postulados útiles

b. Supongamos que ∂f/∂t existe y hay una g ∈ L1(µ) tal que |(∂f/∂t)(x, t)| ≤ g(x)
para casi toda x, t. Entonces F es diferenciable y F ′(x) =

∫
(∂f/∂t)(x, t)dµ(x).

Proposición 2.1.10. Si f ∈ L∞(Rd), entonces ∂x(p(t, ·) ∗ f) = ∂xp(t, ·) ∗ f .

Demostración. Se sigue inmediatamente de que p ∈ C∞
(
(0,∞)× Rd

)
y del Lema 2 de

[14].

Proposición 2.1.11. Sea f ∈ L1(Rd), entonces (p(t, ·) ∗ f)(x)→ f(x), cuando t→ 0,
para casi toda x ∈ Rd.

Demostración. De la propiedad de escala se sigue que

p(t, x) = t−d/αp(1, t−1/αx)

= 1
(t1/α)dp(1,

x

t1/α
).

Si hacemos ϕ(x) = p(1, x), entonces ϕt1/α(x) = p(t, x). Por lo tanto, basta con mostrar
que

|p(1, x)| ≤ c(1 + |x|)−d−α, ∀x ∈ Rd,

para alguna constante c > 0.
Por ser ϕ(1, ·) continua en el compacto {x ∈ Rd : ||x|| ≤ 1}, existe c1 > 0 tal que

p(1, x) ≤ c1, ∀||x|| ≤ 1.

Además,

0 ≤ ||x|| < 1 ⇒ 1 ≤ 1 + ||x|| ≤ 2

⇒ 2−d−α ≤ (1 + ||x||)−d−α, ∀||x|| ≤ 1.

De este modo
c1 ≤

c1

2−d−α (1 + ||x||)−d−α, ∀||x|| ≤ 1.

Es decir,
p(1, x) ≤ c12d+α(1 + ||x||)−d−α, ∀||x|| ≤ 1.

Ahora consideremos el caso ||x|| > 1. Puesto que

lim
||x||→∞

||x||
1 + ||x|| = lim

||x||→∞

1
1
||x|| + 1 = 1,
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entonces existe K > 1 tal que

||x|| > K ⇒
∣∣∣∣∣ ||x||1 + ||x|| − 1

∣∣∣∣∣ < 1
2 .

De esto obtenemos
1
2 <

||x||
1 + ||x|| <

3
2 , ∀||x|| > 1.

Lo que implica

(3
2

)−d−α
(1 + ||x||)−d−α < ||x||−d−α < 1

2−d−α (1 + ||x||)−d−α,

así
||x||−d−α < 2d+α(1 + ||x||)−d−α, ∀||x|| ≥ K. (2.1.5)

Ahora consideremos la función continua x 7→ (||x||/(1 + ||x||))−d−α, en el compacto
1 ≤ ||x|| ≤ K. Entonces

||x||−d−α

(1 + ||x||)−d−α ≤ c2, ∀ 1 ≤ ||x|| ≤ K.

Esto implica que

||x||−d−α ≤ c2(1 + ||x||)−d−α, ∀ 1 ≤ ||x|| ≤ K.

De esta desigualdad y (2.1.5) obtenemos

||x||−d−α ≤ (c2 + 2d+α)(1 + ||x||)−d−α, ∀ ||x|| ≥ 1.

Usando la Proposición 2.1.8 obtenemos el resultado deseado.

2.2 Masa

Definición 2.2.1. El número

Mi(t) .= M(ϕi, t) =
∫
Rd
ui(t, x)dx, t ≥ 0. (2.2.1)

lo interpretaremos como masa del sistema ui al tiempo t.
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De (1.2.2) y (1.2.3) se sigue que

Mi(t) =
∫
Rd
Ui(0, t)ϕi(x)dx−

∫ t

0
hi(s)

∫
Rd
Ui(s, t)|uj(s, ·)|βi(x)dxds

=
∫
Rd

∫
Rd
pi(Ki(0, t), y − x)ϕi(y)dydx

−
∫ t

0
hi(s)

∫
Rd

∫
Rd
pi(Ki(s, t), x− y)|uj(s, y)|βidydxds.

La integral de pi sobre Rd es 1, por lo tanto

Mi(t) =
∫
Rd
ϕi(y)dy −

∫ t

0
hi(s)

∫
Rd
|uj(s, y)|βi dyds

=
∫
Rd
ϕi(y)dy −

∫ t

0
hi(s) ‖uj(s)‖βiβi ds. (2.2.2)

Conforme t→∞, el valor de la segunda integral aumenta y, en consecuencia,

0 ≤Mi(∞) ≤Mi(t) ≤Mi(0) <∞, ∀t ∈ (0,∞). (2.2.3)

2.3 Operador fraccionario

Utilizaremos el Teorema 1 y la Proposición 1 de [14] como definición del operador
fraccionario, con la consideración de que la ecuación ahí analizada es de la forma

∂tu(t, x) = −gα[u(t, ·)](x) + F (t, x, u)

donde gα es el operador estudiado. En nuestro caso,

∆α = −gα.

Definición 2.3.1. Representación integral de ∆α.

Si α ∈ (0, 2), entonces para toda ϕ ∈ S(Rd), toda x ∈ Rd y toda r > 0,

∆α[ϕ](x) = cd(α)
(∫

Br

ϕ(x+ z)− ϕ(x)− ∂xϕ(x) · z
|z|d+α dz +

∫
Rd\Br

ϕ(x+ z)− ϕ(x)
|z|d+α dz

)
(2.3.1)

donde

cd(α) =
αΓ

(
d+α

2

)
2π d

2 +αΓ
(
1− α

2

) ,
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Br es una bola centrada en x de radio r y Γ es la función gamma.

Esta fórmula puede simplificarse en dos casos:

(i) Si α ∈ (0, 1), r = 0, puede tomarse

∆α[ϕ](x) = cd(α)
∫
Rd

ϕ(x+ z)− ϕ(x)
|z|d+α dz.

(ii) Si α ∈ (1, 2), r = +∞, puede tomarse

∆α[ϕ](x) = cd(α)
∫
Rd

ϕ(x+ z)− ϕ(x)− ∂xϕ(x) · z
|z|d+α dz.

Además, existe una extensión continua de ∆α en Cb(Rd). Es decir, si (ϕn)n≥1 ∈ C2
b (Rd)

acotada en L∞(Rd) y es tal que D2ϕn → D2ϕ localmente y uniformemente en Rd,
entonces ∆α[ϕn]→ ∆α[ϕ] localmente y uniformemente en Rd.

De la página 329 de [14] se sigue que

Proposición 2.3.2. Si ϕ ∈ C2
b (Rd), entonces

d

dt
(pi(t, ·) ∗ ϕ)(x) = ∆αi(pi(t, ·) ∗ ϕ)(x).

2.4 Mínimo global del Laplaciano fraccionario

Basándonos en el Teorema 2 de [14] tenemos:

Proposición 2.4.1. Sea α ∈ (0, 2) y ϕ ∈ C2
b (Rd). Si (xn)n≥1 es una sucesión de Rd

tal que ϕ(xn)→ inf
Rd
ϕ(x), cuando n→∞, entonces

lim
n→∞

∂xϕ(xn) = 0 y lim
n→∞

inf ∆α[ϕ](xn) ≥ 0.

Demostración. Como ϕ es acotada la podemos aproximar por la fórmula de Taylor
como

ϕ(x+ z) = ϕ(x) + z∂xϕ(x) + z2

2 ∂
2
xϕ(x), (2.4.1)

donde x es el punto de evaluación y z es un punto en una bola Br(x) (|z| < r); conforme
z → 0, ϕ(x+ z)→ ϕ(x).
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De (2.4.1) tenemos para ϕ evaluada en (xn)n≥1 que

ϕ(xn + z) = ϕ(xn) + z∂xϕ(xn) + z2

2 ∂
2
xϕ(xn).

Como ∂2
x es acotada, existe C > 0 tal que, para toda n ≥ 1 y toda z ∈ Rd,

−C|z|2 ≥ z2

2 ∂
2
xϕ(xn)

y
ϕ(xn + z) ≥ ϕ(xn) + z∂xϕ(xn)− C|z|2.

Como ∂xϕ es acotada, existe una subsucesión de ∂xϕ(xn) convergente para la que pode-
mos suponer que ∂xϕ(xn)→ p. Entonces, haciendo n→∞,

lim
n→∞

ϕ(xn + z) ≥ lim
n→∞

(
ϕ(xn) + z∂xϕ(xn)− C|z|2

)
,

0 ≥ zp− C|z|2.

Eligiendo z = tp

0 ≥ tp2 − Ct2p2,

así
t ≥ 1/C, p 6= 0.

Para C fija y p 6= 0 esta relación es válida si t ≥ 1/C; entonces, si hacemos t → 0+

obtenemos necesariamente que p = 0, y encontramos que lim
n→∞

∂xϕ(xn) = 0, puesto que
el único valor adherente de la sucesión acotada (∂xϕ(xn))n≥1 es 0.

Ahora, ya que
ϕ(xn + z) ≥ inf

Rd
ϕ(x)

tenemos
ϕ(xn + z)− ϕ(xn) ≥ inf

Rd
ϕ(x)− ϕ(xn)→ 0, cuando n→∞

y podemos deducir que para toda z ∈ Rd,

lim
n→∞

inf
Rd

(ϕ(xn + z)− ϕ(xn)) ≥ 0,

lim
n→∞

inf
Rd

(ϕ(xn + z)− ϕ(xn)− ∂xϕ(xn)) ≥ 0.
(2.4.2)

Además
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|ϕ(xn + z)− ϕ(xn)| ≤ |ϕ(xn + z)|+ |ϕ(xn)| ≤ ‖ϕ‖∞ + ‖ϕ‖∞ = 2 ‖ϕ‖∞ ,

de este modo
|ϕ(xn + z)− ϕ(xn)|

|z|d+α ≤ 2 ‖ϕ‖∞
|z|d+α ∈ L

1(Rd \Br).

También tenemos de (2.4.1)

ϕ(xn + z)− ϕ(xn)− z∂xϕ(xn) = z2

2 ∂
2
xϕ(xn),

por lo tanto

|ϕ(xn + z)− ϕ(xn)− z∂xϕ(xn)|
|z|d+α =

| z2

2 ∂
2
xϕ(xn)|
|z|d+α

≤ |z
2∂2
xϕ(xn)|
|z|d+α ≤ ‖∂

2
xϕ‖∞ |z|2

|z|d+α ∈ L1(Br).

Entonces, de (2.4.2) y del Lema de Fatou∫
Rd

lim
n→∞

inf
Rd

(ϕ(xn + z)− ϕ(xn)− ∂xϕ(xn)) dz ≥ 0,

lo que implica

∫
Rd\Br

lim
n→∞

inf
Rd

ϕ(xn + z)− ϕ(xn)
|z|d+α dz +

∫
Br

lim
n→∞

inf
Rd

ϕ(xn + z)− ϕ(xn)− ∂xϕ(xn)
|z|d+α dz ≥ 0,

por lo tanto

lim
n→∞

inf
Rd

(∫
Rd\Br

ϕ(xn + z)− ϕ(xn)
|z|d+α dz +

∫
Br

ϕ(xn + z)− ϕ(xn)− ∂xϕ(xn)
|z|d+α dz

)
≥ 0.

De (2.4.1) concluimos
lim inf
n→∞

(∆α[ϕ](xn)) ≥ 0.

Lo cual es el resultado esperado.
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Existencia local y regularidad de la solución

3.1 Existencia y unicidad local de la solución

Consideremos el espacio

X = Cb([0, τ ]× Rd)× Cb([0, τ ]× Rd)

donde τ > 0 y fijaremos más adelante su valor. En X definimos la norma

|||(u1, u2)||| = sup
t∈[0,τ ]

{‖u1(t)‖∞ + ‖u1(t)‖1 + ‖u2(t)‖∞ + ‖u2(t)‖1} .

Sean (u1, u2) ∈ X y F : X → R2,

F (u1, u2)(t)(x) =
(
U1(0, t)ϕ1(x)−

∫ t

0
h1(s)U1(s, t) |u2(s)|β1 (x)ds,

U2(0, t)ϕ2(x)−
∫ t

0
h2(s)U2(s, t) |u1(s)|β2 (x)ds

)
.

(3.1.1)

Tenemos el siguiente resultado elemental.

Proposición 3.1.1. La ecuación (1.2.2) tiene una única solución local débil.

Demostración. Sea B(0, R) = {(u1, u2) ∈ X : |||(u1, u2)||| ≤ R}. Definamos F :
B(0, R) → X como en (3.1.1). Tomando R suficientemente grande resulta que F :
B(0, R)→ B(0, R). En efecto,∣∣∣∣Ui(0, t)ϕi(x)−

∫ t

0
hi(s)Ui(s, t) |uj(s)|βi (x)ds

∣∣∣∣
≤ Ui(0, t) |ϕi(x)|+

∫ t

0
hi(s)Ui(s, t) |uj(s)|βi (x)ds
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=
∫
Rd
pi(Ki(0, t), y − x) |ϕi(y)| dy

+
∫ t

0
hi(s)

∫
Rd
pi(Ki(s, t), y − x) |uj(s)(y)|βi dyds

≤ ‖ϕi‖∞
∫
Rd
pi(Ki(0, t), y − x)dy

+
∫ t

0
hi(s)

∫
Rd
pi(Ki(s, t), y − x) ‖uj(s)‖βi∞ dyds

≤ ‖ϕi‖∞ +
∫ t

0
hi(s)Rβids = ‖ϕi‖∞ +Rβi

∫ t

0
hi(s)ds.

Además∫
Rd

∣∣∣∣Ui(0, t)ϕi(x)−
∫ t

0
hi(s)Ui(s, t) |uj(s)|βi (x)ds

∣∣∣∣ dx
≤
∫
Rd
Ui(0, t) |ϕi(x)| dx+

∫ t

0
hi(s)

∫
Rd
Ui(s, t) |uj(s)|βi (x)dxds

=
∫
Rd

∫
Rd
pi(Ki(0, t), y − x) |ϕi(y)| dydx

+
∫ t

0
hi(s)

∫
Rd

∫
Rd
pi(Ki(s, t), y − x) |uj(s)(y)|βi dydxds

=
∫
Rd
|ϕi(y)|

∫
Rd
pi(Ki(0, t), y − x)dxdy

+
∫ t

0
hi(s)

∫
Rd
|uj(s)(y)|βi

∫
Rd
pi(Ki(s, t), y − x)dxdyds

= ‖ϕi‖1 +
∫ t

0
hi(s)

∫
Rd
|uj(s)(y)|βi−1 |uj(s)(y)| dyds

≤‖ϕi‖1 +
∫ t

0
hi(s)

∫
Rd
‖uj(s)‖βi−1

∞ |uj(s)(y)| dyds

≤‖ϕi‖1 +
∫ t

0
hi(s)Rβi−1 ‖uj(s)‖1 ds

≤‖ϕi‖1 +Rβi

∫ t

0
hi(s)ds.

Esto implica que

|||F (u1, u2)||| ≤
2∑
i=1

(
‖ϕi‖∞ + ‖ϕi‖1 + 2Rβi

∫ τ

0
hi(s)ds

)
.

Vamos a tomar el siguiente valor para R,

R =
2∑
i=1

(‖ϕi‖∞ + ‖ϕi‖1) + 1.
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Puesto que

lim
τ→0

2
2∑
i=1

Rβi

∫ τ

0
hi(s)ds = 0,

entonces existe un τ1 > 0 suficientemente pequeño tal que

2
2∑
i=1

Rβi

∫ τ1

0
hi(s)ds < 1.

Esto implica que F (u1, u2) ∈ B(0, R) si (u1, u2) ∈ B(0, R).

Ahora veamos que F es una contracción: Sean (u1, u2), (ũ1, ũ2) ∈ B(0, R),

F (u1, u2)(t)(x)− F (ũ1, ũ2)(t)(x)

=
(∫ t

0
h1(s)U1(s, t) |ũ2(s)|β1 (x)ds−

∫ t

0
h1(s)U1(s, t) |u2(s)|β1 (x)ds ,

∫ t

0
h2(s)U2(s, t) |ũ1(s)|β2 (x)ds−

∫ t

0
h2(s)U2(s, t) |u1(s)|β2 (x)ds

)
,

entonces∣∣∣∣∫ t

0
hi(s)Ui(s, t) |ũj(s)|βi (x)ds−

∫ t

0
hi(s)Ui(s, t) |uj(s)|βi (x)ds

∣∣∣∣
≤
∫ t

0
hi(s)Ui(s, t)

∣∣∣|ũj(s)|βi − |uj(s)|βi∣∣∣ (x)ds

≤
∫ t

0
hi(s)Ui(s, t)βi |ũj(s)− uj(s)| × (|ũj(s)| ∨ |uj(s)|)βi−1 (x)ds.

donde hemos usado la desigualdad elemental (2.1.2),

|aq − bq| = q |a− b| (a ∨ b)q−1 , a, b > 0, q > 1.

Obteniendo de esta manera que∣∣∣∣∫ t

0
hi(s)Ui(s, t) |ũj(s)|βi (x)ds−

∫ t

0
hi(s)Ui(s, t) |uj(s)|βi (x)ds

∣∣∣∣
≤
∫ t

0
hi(s)βi ‖ũj(s)− uj(s)‖∞R

βi−1ds

≤ βiR
βi−1

(∫ t

0
hi(s)ds

)
sup
t∈[0,τ ]

‖ũj(t)− uj(t)‖∞ .

Además∫
Rd

∣∣∣∣∫ t

0
hi(s)Ui(s, t) |ũj(s)|βi (x)ds−

∫ t

0
hi(s)Ui(s, t) |uj(s)|βi (x)ds

∣∣∣∣ dx
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≤
∫ t

0
hi(s)

∫
Rd
Ui(s, t)

∣∣∣|ũj(s)|βi − |uj(s)|βi∣∣∣ (x)dxds

≤
∫ t

0
hi(s)

∫
Rd
Ui(s, t)βiRβi−1 |ũj(s)− uj(s)| (x)dxds

= βiR
βi−1

∫ t

0
hi(s)

∫
Rd
|ũj(s)− uj(s)| (y)dyds

≤ βiR
βi−1

(∫ t

0
hi(s)ds

)
sup
t∈[0,τ ]

‖ũj(t)− uj(t)‖1 .

Esto implica que

|||F (u1, u2)− F (ũ1, ũ2)||| ≤ 2
2∑
i=1

βiR
βi−1

(∫ τ

0
hi(s)ds

)
|||(u1, u2)− (ũ1, ũ2)|||.

Como antes, tomamos un τ2 > 0 suficientemente pequeño tal que

2
2∑
i=1

βiR
βi−1

(∫ τ2

0
hi(s)ds

)
< 1.

Por ende, podemos aplicar el teorema de punto fijo de Banach para garantizar la exis-
tencia de una única solución local, si tomamos a τ = τ1 ∧ τ2.

Observación 3.1.2. Nótese que τ sólo depende de ‖ϕi‖∞ , ‖ϕi‖1, las constantes βi y las
funciones hi, que son datos.

Como hemos mencionado en la introducción, asumiremos que hay una solución global
positiva. Esto es cierto para algunos parámetros de las ecuaciones, (1.2.1).

3.2 Regularidad de la solución débil local

Proposición 3.2.1. La solución débil de (1.2.2), en el intervalo de existencia, es una
solución clásica.

Demostración. La ecuación integral (1.2.2) la podemos escribir como

ui(t, x) = pi(Ki(0, t), ·) ∗ ϕi(x)−
∫ t

0
hi(s)pi(Ki(s, t), ·) ∗ |uj(s, ·)|βi (x)ds,

para casi todos los x ∈ Rd y t < τ , (τ dado en el resultado previo).

Trabajaremos primero con la continuidad de (pi(Ki(0, t), ·)∗ϕi)(x). Sea t0 > 0, entonces
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dado ε > 0 existe δ > 0 tal que |t− t0| < δ, implica

‖pi(t, ·)− pi(t0, ·)‖1 <
ε

‖ϕi‖∞ + 1 .

Por lo tanto

|(pi(Ki(0, t0), ·) ∗ ϕi) (x)− (pi(Ki(0, t), ·) ∗ ϕi) (x)|

= (|pi(Ki(0, t0), ·)− pi(Ki(0, t), ·)| ∗ |ϕi|) (x)

≤ ‖ϕi‖∞ ‖pi(Ki(0, t0), ·)− pi(Ki(0, t), ·)‖1 .

Además, Ki(0, ·) continua en t0, implica que existe δ1 > 0 tal que

|t− t0| < δ1 ⇒ |Ki(0, t0)−Ki(0, t)| < δ.

Por ende,

|t− t0| < δ1 ⇒ |pi(Ki(0, t0), ·)− pi(Ki(0, t), ·) ∗ ϕi(x)| < ε.

Esto significa que (pi(Ki(0, t), ·) ∗ ϕi)(x) es continua en t uniformemente en x.

De la Proposición 2.1.7 tenemos que para t fijo la función (pi(Ki(0, t), ·) ∗ ϕi)(x) es
continua en x. Veamos que esto implica la continuidad en (t, x). Sea (t0, x0) ∈ (0, τ)×
Rd, entonces

|(pi(Ki(0, t0), ·) ∗ ϕi)(x0)− (pi(Ki(0, t), ·) ∗ ϕi)(x)|

≤ |(pi(Ki(0, t0), ·) ∗ ϕi)(x0)− (pi(Ki(0, t0), ·) ∗ ϕi)(x)|

+ |(pi(Ki(0, t0), ·) ∗ ϕi)(x)− (pi(Ki(0, t), ·) ∗ ϕi)(x)|

= ε+ ε = 2ε,

siempre que (t, x) esté suficientemente cerca a (t0, x0).

Ahora veamos que el segundo término es continuo en t uniformemente en x:
∫ t

0
hi(s)pi(Ki(s, t), ·)∗|uj(s, ·)|βi (x)ds =

∫ τ

0
hi(s)1(0,t)(s)pi(Ki(s, t), ·)∗|uj(s, ·)|βi (x)ds.

Por el inciso (a) del Teorema 2.1.9 basta notar que
∣∣∣hi(s)1(0,t)(s)pi(Ki(s, t), ·) ∗ |uj(s, ·)|βi (x)

∣∣∣ ≤ hi(s) ‖pi(Ki(s, t), ·)‖1 ‖uj(s)‖
βi
∞ 1(0,τ)(s)
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≤ hi(s)Rβi1(0,τ)(s),

para cada s ∈ (0, τ) y x ∈ Rd. Además, nótese que si t0 > 0,

lim
t→t0

hi(s)1(s,τ)(t)pi(Ki(s, t), ·)∗|uj(s, ·)|βi (x) = hi(s)1(s,τ)(t0)pi(Ki(s, t0), ·)∗|uj(s, ·)|βi (x),

donde hemos usado el inciso (v) de la Sección 2.1.3 y que ‖uj(s)‖∞ <∞.

Ahora estudiemos la regularidad en x. Diferenciando (1.2.2) respecto a x,

∂xui(t, x) = ∂xpi(Ki(0, t), ·) ∗ ϕi(x)− ∂x
∫ t

0
hi(s)pi(Ki(s, t), ·) ∗ |uj(s, ·)|βi (x)ds.

Verifiquemos la diferenciabilidad del segundo término; la del primero es obvia. Sea
δ > 0, entonces

∂x

∫ t−δ

0
hi(s)pi(Ki(s, t), ·)∗|uj(s, ·)|βi (x)ds =

∫ t−δ

0
hi(s)∂xpi(Ki(s, t), ·)∗|uj(s, ·)|βi (x)ds,

esto es posible debido a que
∣∣∣hi(s)∂xpi(Ki(s, t), ·) ∗ |uj(s, ·)|βi (x)

∣∣∣ ≤ hi(s) ‖uj(s)‖βi∞ ‖∂xpi(Ki(s, t), ·)‖1

≤ hi(s)RβiKi(s, t)−1/αi

≤ hi(s)RβiKi(t− δ, t)−1/αi ,

donde hemos usado el inciso (iv) de la Sección 2.1.3.

Por otra parte, sea (δn) una sucesión positiva tal que lim
n→∞

δn = 0, entonces

∂x

∫ t−δn

0
hi(s)pi(Ki(s, t), ·) ∗ |uj(s, ·)|βi (x)ds

existe y

lim
n→∞

∫ t−δn

0
hi(s)pi(Ki(s, t), ·)∗|uj(s, ·)|βi (x)ds =

∫ t

0
hi(s)pi(Ki(s, t), ·)∗|uj(s, ·)|βi (x)ds,

para cada x ∈ Rd. Veamos que
∫ t−δn

0
hi(s)∂xpi(Ki(s, t), ·) ∗ |uj(s, ·)|βi (x)ds
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converge uniformemente en Rd hacia la función continua
∫ t

0
hi(s)∂xpi(Ki(s, t), ·) ∗ |uj(s, ·)|βi (x)ds,

la cual está bien definida pues 1 < αi < 2. Por lo tanto

∂x

∫ t

0
hi(s)pi(Ki(s, t), ·) ∗ |uj(s, ·)|βi (x)ds

= ∂x lim
δ↓0

∫ t−δ

0
hi(s)pi(Ki(s, t), ·) ∗ |uj(s, ·)|βi (x)ds

= lim
δ↓0

∂x

∫ t−δ

0
hi(s)pi(Ki(s, t), ·) ∗ |uj(s, ·)|βi (x)ds

= lim
δ↓0

∫ t−δ

0
hi(s)∂xpi(Ki(s, t), ·) ∗ |uj(s, ·)|βi (x)ds

=
∫ t

0
hi(s)∂xpi(Ki(s, t), ·) ∗ |uj(s, ·)|βi (x)ds.

De la Proposición 2.1.7 se sigue que ∂xui(t, x) es continua. Más aún, por la primera
parte,

∂2
xui(t, x) = ∂2

xpi(Ki(0, t), ·) ∗ ϕi(x)− ∂x
∫ t

0
hi(s)pi(Ki(s, t), ·) ∗

∂

∂x
|uj(s, ·)|βi (x)ds

= ∂2
xpi(Ki(0, t), ·) ∗ ϕi(x)

−
∫ t

0
hi(s)∂xpi(Ki(s, t), ·) ∗ βi |uj(s, ·)|βi−1 ∂

∂x
uj(s, ·)(x)ds.

Aquí hemos usado que∣∣∣∣∣ ∂∂xuj(t, x)
∣∣∣∣∣ ≤ |∂xpi(Ki(0, t), ·) ∗ ϕi(x)|+

∫ t

0

∣∣∣∣∣hi(s) ∂∂xpi(Ki(s, t), ·) ∗ |uj(s, ·)|βi
∣∣∣∣∣ (x)ds

≤ ‖ϕi‖∞ ‖∂xpi(Ki(0, t), ·)‖1 +
∫ t

0
hi(s) ‖uj(s)‖βi∞ ‖pi(Ki(s, t), ·)‖1 ds

≤ ‖ϕi‖∞Ki(0, t)−1/αi +Rβi

∫ t

0
hi(s)Ki(s, t)−1/αids.

Ahora veamos la regularidad en el tiempo:

∂tui(t, x) = ∂tpi(Ki(0, t), ·) ∗ ϕi(x)− ∂t
∫ t

0
hi(s)pi(Ki(s, t), ·) ∗ |uj(s, ·)|βi(x)ds.
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De la Proposición 2.3.2 se tiene que

∂tpi(Ki(0, t), ·) ∗ ϕi(x) = ∆αi(pi(Ki(0, t), ·) ∗ ϕi)(x)∂tKi(0, t)

= ki(t)∆αi(pi(Ki(0, t), ·) ∗ ϕi)(x).

Para ver la diferenciabilidad del segundo término procedemos como en el caso de la
regularidad en x. Sea δ > 0, entonces de la fórmula de diferenciación de Leibnitz (ver
Teorema 2.1.5) se sigue que

∂t

∫ t−δ

0
hi(s)pi(Ki(s, t), ·) ∗ |uj(s, ·)|βi(x)ds

=
∫ t−δ

0
hi(s)∂tpi(Ki(s, t), ·) ∗ |uj(s, ·)|βi(x)ds

+ hi(t− δ)pi(Ki(t− δ, t), ·) ∗ |uj(t− δ, ·)|βi(x).

Si hacemos δ → 0, en el primer término de la derecha, en la igualdad anterior, queda
∫ t−δ

0
hi(s)∂tpi(Ki(s, t), ·) ∗ |uj(s, ·)|βi(x)ds

=
∫ t

0
hi(s)∆αi(pi(Ki(s, t), ·) ∗ |uj(s, ·)|βi)(x)ki(t)ds,

donde hemos usado la Proposición 2.3.2. Por ser ∆αi un operador cerrable nos queda

∫ t−δ

0
hi(s)∂tpi(Ki(s, t), ·) ∗ |uj(s, ·)|βi(x)ds

= ki(t)∆αi

(∫ t

0
hi(s)pi(Ki(s, t), ·) ∗ |uj(s, ·)|βids

)
(x).

Si demostramos que

lim
δ→0

hi(t− δ)pi(Ki(t− δ, t), ·) ∗ |uj(t− δ, ·)|βi(x) = hi(t)|uj(t, ·)|βi(x), (3.2.1)

casi donde quiera, habremos terminado. En efecto, sumando todos los términos resulta
que

∂tui(t, x) = ki(t)∆αi(pi(Ki(0, t), ·) ∗ ϕi)(x)

−ki(t)∆αi

(∫ t

0
hi(s)pi(Ki(s, t), ·) ∗ |uj(s, ·)|βids

)
(x)− hi(t)|uj(t, ·)|βi(x)
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= ki∆αi

(
pi(Ki(0, t), ·) ∗ ϕi −

∫ t

0
hi(s)pi(Ki(s, t), ·) ∗ |uj(s, ·)|βids

)
(x)

−hi(t)|uj(t, ·)|βi(x)

= ki∆αi(ui(t, ·)(x)− hi(t)|uj(t, ·)|βi(x).

Veamos pues que (3.2.1) es cierta. Para esto basta con mostrar que

lim
δ→0

pi(Ki(t− δ, t), ·) ∗ |uj(t− δ, ·)|βi(x) = |uj(t, ·)|βi(x),

para casi toda x ∈ Rd. Consideremos lo siguiente
∣∣∣pi(Ki(t− δ, t), ·) ∗ |uj(t− δ, ·)|βi(x)− |uj(t, ·)|βi(x)

∣∣∣
≤
∣∣∣pi(Ki(t− δ, t), ·) ∗ |uj(t− δ, ·)|βi(x)− pi(Ki(t− δ, t), ·) ∗ |uj(t, ·)|βi(x)

∣∣∣
+
∣∣∣pi(Ki(t− δ, t), ·) ∗ |uj(t, ·)|βi(x)− |uj(t, ·)|βi(x)

∣∣∣ . (3.2.2)

El primer término de la derecha de la desigualdad anterior se estima por∫
Rd
pi(Ki(t− δ, t), y − x)

∣∣∣|uj(t− δ, ·)|βi(y)− |uj(t, ·)|βi(y)
∣∣∣ dy

≤ 2Rβi−1||uj(t− δ)− uj(t)||∞,

el cual tiende a 0 si δ → 0 (se usa como antes que ui(t, ·) es continua uniformemente en
x). De igual forma, usando la Proposición 2.1.11, se tiene que el segundo término en
(3.2.2) tiende a 0 si δ → 0. Se demuestra así el resultado deseado.
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Comportamiento asintótico

4.1 Soluciones asintóticamente positivas

Teorema 4.1.1. Sea ui = ui(x, t) una solución no negativa no trivial del sistema de
ecuaciones (1.2.1). Si

∫
Rd ϕi(x)dx > 0,

∫ 1

0
hi(s)ds <∞ y

∫ ∞
1

hi(s)(Kj(0, s))
− d
αj

(βi−1)
ds <∞

entonces existe Mi(∞) ∈ (0,∞) tal que lim
t→∞

Mi(t) = Mi(∞).

Demostración. Sabemos que

ui(t, x) = Ui(0, t)ϕi(x)−
∫ t

0
hi(s)Ui(s, t) |uj(s, ·)|βi (x) ds,

donde Ui está definido en (1.2.3).

Si la solución ui es no negativa, entonces

0 ≤ ui(t, x) ≤ Ui(0, t)ϕi(x), ∀t > 0,∀x ∈ Rd.

De la definición (1.2.3) nos queda

‖ui(t)‖βjβj ≤ ‖pi(Ki(0, t)) ∗ ϕi‖βjβj . (4.1.1)

Aplicando la desigualdad de Young (ver Teorema 2.1.2) tenemos de (4.1.1) dos posibles
relaciones.
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Caso r = p = βj, q = 1 y f = pi(Ki(0, t)) :

‖pi(Ki(0, t)) ∗ ϕi‖βjβj ≤ ‖pi(Ki(0, t))‖βjβj ‖ϕi‖
βj
1 .

Caso r = p = βj, q = 1 y f = ϕi :

‖pi(Ki(0, t)) ∗ ϕi‖βjβj ≤ ‖pi(Ki(0, t))‖βj1 ‖ϕi‖
βj
βj

= ‖ϕi‖βjβj .

De estas dos relaciones tomamos la mínima de ellas. De este modo, de (4.1.1)

‖ui(t)‖βjβj ≤ min {‖pi(Ki(0, t))‖βjβj ‖ϕi‖
βj
1 , ‖ϕi‖

βj
βj
}. (4.1.2)

Pero por otra parte

‖pi(Ki(0, t))‖βj =
(∫

Rd
|pi(Ki(0, t), y)|βj dy

) 1
βj
.

Utilizando la propiedad de homogeneidad de pi

‖pi(Ki(0, t))‖βj = Ki(0, t)−
d
αi

(∫
Rd

∣∣∣∣pi(1, Ki(0, t)−
1
αi y)

∣∣∣∣βj dy
) 1
βj

.

Si hacemos z = Ki(0, t)−
1
αi y, entonces dz = Ki(0, t)−

d
αi dy y

‖pi(Ki(0, t))‖βj = Ki(0, t)−
d
αi

(∫
Rd
|pi(1, z)|βj Ki(0, t)

d
αi dz

) 1
βj

= Ki(0, t)−
d
αiKi(0, t)

d
αi
· 1
βj

(∫
Rd
|pi(1, z)|βj dz

) 1
βj

= CKi(0, t)
− d
αi

+ d
αi
· 1
βj

= CKi(0, t)
− d
αi

(1− 1
βj

)
, (4.1.3)

donde C es una constante positiva. Así, de (4.1.2),

‖ui(t)‖βjβj ≤ min {C(Ki(0, t))−
d
αi

(βj−1) ‖ϕi‖βj1 , ‖ϕi‖
βj
βj
}

.= Hi(t, ϕi). (4.1.4)

Ahora, sea ε ∈ (0, 1] y sea ui,ε la solución del sistema (1.2.1) con condición inicial
εϕi. Entonces es claro que 0 ≤ εϕi ≤ ϕi, y por el lema de comparación de ecuaciones
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integrales tenemos que

0 ≤ ui,ε(t, x) ≤ ui(t, x), ∀t ≥ 0, ∀x ∈ Rd. (4.1.5)

Utilizando (4.1.4), en este caso para ui,ε,

‖ui,ε(t)‖βjβj ≤ Hi(t, εϕi) = εβjHi(t, ϕi), ∀ε ∈ (0, 1]. (4.1.6)

De la definición de masa, para un ε > 0 fijo y t > 0,

M(εϕi, t) =
∫
Rd
ui,ε(t, x)dx

=
∫
Rd
Ui(0, t)εϕi(x)dx−

∫ t

0
hi(s)

∫
Rd
Ui(s, t)(uj,ε(s, ·))βi(x)dxds

= ε
∫
Rd

∫
Rd
pi(Ki(0, t), y − x)ϕi(y)dydx

−
∫ t

0
hi(s)

∫
Rd

∫
Rd
pi(Ki(s, t), x− y)(uj,ε(s, y))βidydxds

= ε
∫
Rd
ϕi(y)dy −

∫ t

0
hi(s)

∫
Rd
|uj,ε(s, y))|βi dyds,

de donde

M(εϕi,∞) = ε
[∫

Rd
ϕi(y)dy − 1

ε

∫ ∞
0

hi(s) ‖uj,ε(s)‖βiβi ds
]
. (4.1.7)

Estudiaremos el término asociado a la reacción. De (4.1.6), usando el índice i,

1
ε

∫ ∞
0

hi(s) ‖uj,ε(s)‖βiβi ds ≤
εβi

ε

∫ ∞
0

hi(s)Hj(s, ϕj)ds

≤ εβi−1
∫ ∞

0
hi(s) min {C(Kj(0, s))

− d
αj

(βi−1) ‖ϕj‖βi1 , ‖ϕj‖βiβi}ds.
(4.1.8)

Si s ↓ 0, tenemos que Kj(0, s)→ 0, y por lo tanto Kj(0, s)
− d
αj

(βi−1) →∞, puesto que

− d
αj

(βi − 1) < 0. Entonces hay un t0 > 0 para el que

CKj(0, s)
− d
αj

(βi−1) ‖ϕj‖βi1 ≥ ‖ϕj‖
βi
βi
, s ≤ t0,

CKj(0, s)
− d
αj

(βi−1) ‖ϕj‖βi1 ≤ ‖ϕj‖
βi
βi
, s ≥ t0,
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4.1. Soluciones asintóticamente positivas

donde hemos usado que Kj(0, s) es monótona creciente. De esta manera resulta que

1
ε

∫ ∞
0

hi(s) ‖uj,ε(s)‖βiβi ds ≤ εβi−1 ‖ϕj‖βiβi
∫ t0

0
hi(s)ds

+ Cεβi−1 ‖ϕj‖βi1

∫ ∞
t0

hi(s)Kj(0, s)
− d
αj

(βi−1)
ds.

(4.1.9)

El primer término de la derecha de (4.1.9) es finito, puesto que h es continua en [0,∞)
y ∫ 1

0
hi(s)ds <∞.

El segundo término de la derecha de (4.1.9) está bien definido, pues el integrando
hi(·)Kj(0, ·)

− d
αj

(βi−1) es continuo en [0,∞) y por hipótesis
∫ ∞

1
hi(s)Kj(0, s)

− d
αj

(βi−1)
ds <∞.

Con estas consideraciones tenemos de (4.1.9) que

lim
ε↓0

1
ε

∫ ∞
0

hi(s) ‖uj,ε(s)‖βiβi ds = 0.

Puesto que
∫
Rd ϕi(y)dy > 0, entonces tomando ηi = 1

2 ‖ϕi‖1, existe un ε0 > 0 tal que
para cada ε < ε0 tenemos

1
ε

∫ ∞
0

hi(s) ‖uj,ε(s)‖βiβi ds ≤ ηi.

Así, de (4.1.7)

M(εϕi,∞) = ε
[
‖ϕi‖1 −

1
ε

∫ ∞
0

hi(s) ‖uj,ε(s)‖βiβi ds
]

≥ ε [‖ϕi‖1 − ηi] = ε

2 ‖ϕi‖1 > 0, ∀ε < ε0.

Para ε < ε0 fijo, M(εϕi,∞) es una cota inferior de M(εϕi, t), 0 < t <∞. Más aún,

lim
t→∞

M(εϕi, t) = M(εϕi,∞) > 0.

Puesto que M(ϕi,∞) ≥M(εϕi,∞) > 0, se obtiene el resultado deseado.

Teorema 4.1.2. Vamos a mostrar que si ui = ui(x, t) es una solución no negativa
no trivial del sistema de ecuaciones (1.2.1), entonces para todo γi ∈ [1,∞) bajo las
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hipótesis del teorema anterior y asumiendo que Ki(0,∞) =∞, tenemos que

lim
t→∞

Ki(0, t)
d
αi

(1− 1
γi

) ‖ui(t)−Mi(∞)pi(Ki(0, t))‖γi = 0.

Demostración. Utilizando la desigualdad del triángulo nos queda,

‖ui(t)−Mi(∞)pi(Ki(0, t))‖1 ≤ ‖ui(t)− pi(Ki(t0, t)) ∗ ui(t0)‖1

+ ‖pi(Ki(t0, t)) ∗ ui(t0)−Mi(t0)pi(Ki(t0, t))‖1

+ ‖Mi(t0)pi(Ki(t0, t))−Mi(t0)pi(Ki(0, t))‖1

+ ‖Mi(t0)pi(Ki(0, t))−Mi(∞)pi(Ki(0, t))‖1

.= I + II + III + IV. (4.1.10)

Estimamos enseguida cada uno de estos términos.
I: Primero notemos de (1.2.2) que

ui(t0) = pi(Ki(0, t0)) ∗ ϕi −
∫ t0

0
hi(s)pi(Ki(s, t0)) ∗ (uj(s, ·))βids.

Entonces

pi(Ki(t0, t)) ∗ ui(t0) = pi(Ki(t0, t)) ∗ pi(Ki(0, t0)) ∗ ϕi

−
∫ t0

0
hi(s)pi(Ki(t0, t)) ∗ pi(Ki(s, t0)) ∗ (uj(s, ·))βids.

Por la propiedad de semigrupo resulta

pi(Ki(t0, t)) ∗ ui(t0) = pi(Ki(0, t0)) +Ki(t0, t)) ∗ ϕi

−
∫ t0

0
hi(s)pi(Ki(s, t0) +Ki(t0, t)) ∗ (uj(s, ·))βids

= pi(Ki(0, t)) ∗ ϕi −
∫ t0

0
hi(s)pi(Ki(s, t)) ∗ (uj(s, ·))βids. (4.1.11)

Como antes, si t > t0,

ui(t) = pi(Ki(0, t)) ∗ ϕi −
∫ t0

0
hi(s)pi(Ki(s, t)) ∗ (uj(s, ·))βids

−
∫ t

t0
hi(s)pi(Ki(s, t)) ∗ (uj(s))βids.

De (4.1.11) concluimos
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4.1. Soluciones asintóticamente positivas

ui(t) = pi(Ki(t0, t)) ∗ ui(t0)−
∫ t

t0
hi(s)pi(Ki(s, t)) ∗ (uj(s))βids.

De lo cual se sigue, utilizando la desigualdad de Young,

‖ui(t)− pi(Ki(t0, t)) ∗ ui(t0)‖1 =
∥∥∥∥∫ t

t0
hi(s)pi(Ki(s, t)) ∗ (uj(s))βids

∥∥∥∥
1

≤
∫ t

t0
hi(s)

∥∥∥pi(Ki(s, t)) ∗ (uj(s))βi
∥∥∥

1
ds

≤
∫ t

t0
hi(s) ‖pi(Ki(s, t))‖1 ‖uj(s)‖

βi
βi
ds.

II: Si hacemos un cambio de variable en pi, de t a Ki(t0, t), y consideramos que

Ki(1, t) =
∫ t

1
ki(s)ds→∞, cuando t→∞,

entonces del Lema 2.1.6 concluimos

‖pi(Ki(t0, t)) ∗ ui(t0)−Mi(t0,∞)pi(Ki(t0, t))‖1 → 0, cuando t→∞.

III: Para este caso tenemos

‖Mi(t0)pi(Ki(t0, t))−Mi(t0)pi(Ki(0, t))‖1

= Mi(t0) ‖pi(Ki(0, t))− pi(Ki(t0, t))‖1

= Mi(t0) ‖pi(Ki(0, t0) +Ki(t0, t))− pi(Ki(t0, t))‖1

= Mi(t0)
∥∥∥∥pi(Ki(t0, t)) ∗ pi(Ki(0, t0))− pi(Ki(t0, t))

∫
Rd
pi(Ki(0, t0), x)dx

∥∥∥∥
1
.

Aplicando el Lema 2.1.6, y sustituyendo ui(t0) por pi(Ki(0, t0)), obtenemos

lim
t→∞
‖Mi(t0)pi(Ki(t0, t))−Mi(t0)pi(Ki(0, t))‖1 = 0.

IV: Para este caso basta factorizar adecuadamente y usar que pi integra uno,

‖Mi(t0)pi(Ki(0, t))−Mi(∞)pi(Ki(0, t))‖1 = |Mi(t0)−Mi(∞)| ‖pi(Ki(0, t))‖1

= |Mi(t0)−Mi(∞)| <∞.

Así, tomando límite en las cuatro estimaciones y usando que (II), (III) tienden a cero,
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resulta

lim sup
t→∞

‖ui(t)−Mi(∞)pi(Ki(0, t))‖1 ≤
∫ ∞
t0

hi(s) ‖uj(s)‖βiβi ds+ |Mi(t0)−Mi(∞)|.
(4.1.12)

De (2.2.2) y (2.2.3) tenemos

0 ≤Mi(∞) = ‖ϕi‖1 −
∫ ∞

0
hi(s) ‖uj(s)‖βiβi ds <∞,

de donde ∫ ∞
0

hi(s) ‖uj(s)‖βiβi ds ≤ ‖ϕi‖1 <∞.

Entonces el límite, en la norma ‖·‖1, en (4.1.12) existe y por lo tanto, si t0 →∞,

lim
t→∞
‖ui(t)−Mi(∞)pi(Ki(0, t))‖1 = 0. (4.1.13)

Ahora, sea γi ∈ (1,∞) y tomemos mi = γi + 1. Similarmente a (4.1.1), de la desigual-
dad de Young y (4.1.3) obtenemos

‖ui(t)‖γi ≤ ‖pi(Ki(0, t)) ∗ ϕi‖γi
≤ ‖pi(Ki(0, t))‖γi ‖ϕi‖1

= CKi(0, t)−
d
αi

(1− 1
γi

) ‖ϕi‖1 . (4.1.14)

Entonces, usando que γi = mi−γi
mi−1 + mi(γi−1)

mi−1 resulta

‖ui(t)−Mi(∞)pi(Ki(0, t))‖γi =
(∫

Rd
|ui(t, x)−Mi(∞)pi(Ki(0, t), x)|γidx

) 1
γi

=
(∫

Rd
|ui(t, x)−Mi(∞)pi(Ki(0, t), x)|1/r |ui(t, x)−Mi(∞)pi(Ki(0, t), x)|mi/q dx

) 1
γi

,

donde

r = mi − 1
mi − γi

, q = mi − 1
γi − 1 ,

1
r

+ 1
q

= 1.

Definamos también

|v(t, x)| = |ui(t, x)−Mi(∞)pi(Ki(0, t), x)|r ,

|w(t, x)| = |ui(t, x)−Mi(∞)pi(Ki(0, t), x)|q ,

entonces
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4.1. Soluciones asintóticamente positivas

‖ui(t)−Mi(∞)pi(Ki(0, t))‖γi =
(∫

Rd
|v(t, x)||w(t, x)|dx

) 1
γi
.

Por la desigualdad de Hölder (ver el Teorema 2.1.1)

‖ui(t)−Mi(∞)pi(Ki(0, t))‖γi ≤
((∫

Rd
|v(t, x)|rdx

) 1
r
(∫

Rd
|w(t, x)|qdx

) 1
q

) 1
γi

.

Así,

‖ui(t)−Mi(∞)pi(Ki(0, t))‖γi ≤ ((∫
Rd
|ui(t, x)−Mi(∞)pi(Ki(0, t), x)| dx

) 1
r

×
(∫

Rd
|ui(t, x)−Mi(∞)pi(Ki(0, t), x)|mi dx

)mi
mi
· 1
q )

1
γi

= ‖ui(t)−Mi(∞)pi(Ki(0, t))‖
1
γi
· 1
r

1 ‖ui(t)−Mi(∞)pi(Ki(0, t))‖
mi
γi
· 1
q

mi

= ‖ui(t)−Mi(∞)pi(Ki(0, t))‖1−δi
1 ‖ui(t)−Mi(∞)pi(Ki(0, t))‖δimi ,

donde δi = mi(γi−1)
γi(mi−1) . Aplicando la desigualdad de Minkowski (Teorema 2.1.4) al segundo

término del lado derecho nos queda

‖ui(t)−Mi(∞)pi(Ki(0, t))‖γi ≤ ‖ui(t)−Mi(∞)pi(Ki(0, t))‖1−δi
1

×
(
‖ui(t)‖mi + ‖Mi(∞)pi(Ki(0, t))‖mi

)δi
.

Usando la desigualdad elemental (2.1.1), δ > 0, a, b > 0,

(a+ b)δ ≤ 2δ(aδ + bδ),

obtenemos

‖ui(t)−Mi(∞)pi(Ki(0, t))‖γi ≤ ‖ui(t)−Mi(∞)pi(Ki(0, t))‖1−δi
1

×2δi
(
‖ui(t)‖δimi +Mi(∞)δi ‖pi(Ki(0, t))‖δimi

)
.

Además
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Capítulo 4. Comportamiento asintótico

‖pi(Ki(0, t))‖δimi =
(∫

Rd
pi(Ki(0, t), x) pi(Ki(0, t), x)mi−1dx

) δi
mi

= Ki(0, t)−
d
αi

(mi−1)· δi
mi

(∫
Rd
pi(Ki(0, t), x) pi(1, K

− 1
αi

i (0, t)x)mi−1dx
) δi
mi

= Ki(0, t)−
d
αi

(mi−1)· δi
mi pi(1, 0)mi−1

(∫
Rd
pi(Ki(0, t), x)dx

) δi
mi

= Ki(0, t)−
d
αi

(mi−1)· δi
mi pi(1, 0)mi−1

= CKi(0, t)−
d
αi

(mi−1)· δi
mi

= CKi(0, t)−
d
αi

(1− 1
γi

)
.

De esta igualdad y (4.1.14) deducimos que

‖ui(t)−Mi(∞)pi(Ki(0, t))‖γi ≤ ‖ui(t)−Mi(∞)pi(Ki(0, t))‖1−δi
1

×2δi
(
CKi(0, t)−

d
αi

(1− 1
γi

)δi ‖ϕi‖1 +Mi(∞)δiCKi(0, t)−
d
αi

(1− 1
γi

)
)

= ‖ui(t)−Mi(∞)pi(Ki(0, t))‖1−δi
1 ×Ki(0, t)−

d
αi

(1− 1
γi

)2δi
(
C ‖ϕi‖1 +Mi(∞)δiC

)
.

Por lo tanto

Ki(0, t)
d
αi

(1− 1
γi

) ‖ui(t)−Mi(∞)pi(Ki(0, t))‖γi ≤ C ‖ui(t)−Mi(∞)pi(Ki(0, t))‖1−δi1 .

De este modo

lim
t→∞

Ki(0, t)
d
αi

(1− 1
γi

) ‖ui(t)−Mi(∞)pi(Ki(0, t))‖γi ≤ lim
t→∞

C ‖ui(t)−Mi(∞)pi(Ki(0, t))‖1−δi1 .

Usando (4.1.13) obtenemos el resultado deseado.

4.2 Soluciones asintóticamente nulas

Teorema 4.2.1. Sea ui = ui(t, x) una solución no negativa y no trivial de (1.2.1), y
sea 1

pj
+ 1

pj
= 1. Si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

(i) lim
R→∞

Rd+αi−αilj
∫ 2Rαi

0
ki(K−1

i (t))dt = 0,

(ii) lim
R→∞

R
d
pj
−αi−

αi
pj

(∫ 2Rαi

0
ki(K−1

i (t))dt
)1/pj

<∞,

y además
lim
S→∞

Sd−αipj lim
R→∞

Rd−αipj
∫ 2Rαi

0
ki(K−1

i (t))pj−1dt = 0,
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entonces lim
t→∞

Mi(t) = 0.

Demostración. Consideremos las funciones auxiliares

fi(t, x) = (fi1(x) fi2(t))lj ,

donde lj = 1 + pj; además

fi1(x) = ψ

(
|x|
S R

)
,

donde S,R son constantes, y

fi2(t) = ψ

(
Ki(t)
Rαi

)
.

La función ψ es una función suave en [0,∞) decreciente tal que

ψ(r) =

 1, 0 ≤ r ≤ 1,

0, r ≥ 2,

y con pendiente acotada. Esto implica que los soportes de fi1 y fi2 están dados por

Ωi1 = sopfi1 = {x : |x| ≤ 2SR} ,

Ωi2 = sopfi2 = {t : Ki(t) ≤ 2Rαi} .

Multiplicando (1.2.1) por fi(t, x) e integrando con respecto a x y t:

∫
Ωi1

∫
Ωi2

fi(t, x)∂ui(t, x)
∂t

dt dx =
∫

Ωi1

∫
Ωi2

fi(t, x)ki(t)∆αiui(t, x)dt dx

−
∫

Ωi1

∫
Ωi2

fi(t, x)hi(t) |uj(t, x)|pi dt dx.

Llamemos a cada término como se infiere de la siguiente igualdad, (a) = (b) − (c).
Vamos a estimar cada término; iniciemos con

(a) =
∫

Ωi1

(∫ K−1
i (2Rαi )

0
fi(t, x)∂ui(t, x)

∂t
dt

)
dx

=
∫

Ωi1

(
fi(t, x)ui(t, x)|K

−1
i (2Rαi )

0 −
∫ K−1

i (2Rαi )

0
ui(t, x)∂fi(t, x)

∂t
dt

)
dx.
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Considerando el soporte de fi, resulta que fi(K−1
i (2Rαi), x) = 0. Así

(a) = −
∫

Ωi1
ψ

(
|x|
S R

)
ϕi(x)dx−

∫
Ωi1

∫
Ωi2

ui(t, x)fi1(x)lj ljfi2(t)lj−1∂fi2(t)
∂t

dt dx.

Para calcular la parte (b) usamos que ∆α es un operador auto-adjunto con respecto a
la medida de Lebesgue

(b) =
∫

Ωi1

∫
Ωi2

ki(t)ui(t, x)∆αifi(t, x)dt dx

=
∫

Ωi1

∫
Ωi2

ki(t)ui(t, x)fi2(t)lj∆αi (fi1(x))lj dt dx.

Así, nos queda∫
Ωi1

ψ

(
|x|
S R

)
ϕi(x)dx−

∫
Ωi1

∫
Ωi2

fi(t, x)hi(t)|uj(t, x)|pidt dx

= −
∫

Ωi1

∫
Ωi2

ki(t)ui(t, x)fi2(t)lj∆αi (fi1(x))lj dt dx

− lj
∫

Ωi1

∫
Ωi2

fi1(x)ljui(t, x)fi2(t)lj−1 ∂

∂t
fi2(t)dt dx.

(4.2.1)

Usando que ∆αif
l ≥ lf l−1∆αif (esta desigualdad se puede consultar en [14])

∫
Ωi1

ψ

(
|x|
S R

)
ϕi(x)dx−

∫
Ωi1

∫
Ωi2

fi(t, x)hi(t)|uj(t, x)|pidt dx

≤ −
∫

Ωi1

∫
Ωi2

ki(t)ui(t, x)fi2(t)lj ljfi1(t)lj−1∆αi (fi1(x)) dt dx

−lj
∫

Ωi1

∫
Ωi2

fi1(x)ljui(t, x)fi2(t)lj−1 ∂

∂t
fi2(t)dt dx

.= A+B. (4.2.2)

donde A y B son los términos respectivos.

Ahora estimaremos cada uno de estos términos, usando la desigualdad de Hölder y la
desigualdad de Young numérica (ver la Proposición 2.1.3)

ab ≤ εapi + c(ε)bpi .

Vamos a considerar dos casos.
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I: Aplicando dos veces la desigualdad de Young,

A = lj

∫
Ωi1

∫
Ωi2

fi(t, x)
{
ui(t, x)fi1(x)−1∆αi (fi1(x)) ki(t)

}
dt dx

≤ lj

∫
Ωi1

∫
Ωi2

fi(t, x)
{
ε|ui(t, x)|pj + c(ε)fi1(x)1−lj |∆αi(fi1(x)|lj−1 ki(t)lj−1

}
dt dx.

Para el otro término nos queda

B = lj

∫
Ωi1

∫
Ωi2

fi(t, x)
{
ui(t, x)fi2(t)−1 ∂

∂t
fi2(t)

}
dt dx

≤ lj

∫
Ωi1

∫
Ωi2

fi(t, x)

ε|ui(t, x)|pj + c(ε)fi2(t)1−lj

∣∣∣∣∣ ∂∂tfi2(x)
∣∣∣∣∣
lj−1

 dt dx.
Sustituyendo esto en (4.2.2)

∫
Ωi1

ψ

(
|x|
S R

)
ϕi(x)dx−

∫
Ωi1

∫
Ωi2

fi(t, x)hi(t)|uj(t, x)|pidt dx

≤ εlj

∫
Ωi1

∫
Ωi2

fi(t, x)|ui(t, x)|pjdt dx+ εlj

∫
Ωi1

∫
Ωi2

fi(t, x)|ui(t, x)|pjdt dx

+ ljc(ε)
∫

Ωi1

∫
Ωi2

fi1(x)fi2(t)lj |∆αi(fi1(x))|lj−1 ki(t)lj−1dt dx

+ ljc(ε)
∫

Ωi1

∫
Ωi2

fi2(t)fi1(x)lj
∣∣∣∣∣ ∂∂tfi2(t)

∣∣∣∣∣
lj−1

dt dx,

que nos conduce a

∫
Ωi1
ψ

(
|x|
S R

)
ϕi(x)dx−

∫
Ωi1

∫
Ωi2

fi(t, x) {hi(t)|uj(t, x)|pi − εlj|ui(t, x)|pj

− εlj|ui(t, x)|pj} dt dx

≤ c(ε)lj
{∫

Ωi1

∫
Ωi2

fi1(x)fi2(t)lj |∆αi(fi1(x))|lj−1 ki(t)lj−1dt dx

+
∫

Ωi1

∫
Ωi2

fi2(t)fi1(x)lj
∣∣∣∣∣ ∂∂tfi2(t)

∣∣∣∣∣
lj−1

dt dx


.= c(ε)lj{I11 + I12},

donde
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I11 =
(∫

Ωi2
fi2(t)ljki(t)lj−1dt

)(∫
Ωi1

fi1(x) |∆αi(fi1(x))|lj−1 dx

)
.= I11,tI11,x.

Notemos que

I11,t =
∫
Ki(t)
Rαi

≤2
ψ

(
Ki(t)
Rαi

)lj
ki(t)lj−1dt.

Haciendo el cambio de variable

S = Ki(t)
Rαi

⇒ t = K−1
i (SRαi) ⇒ dt = RαidS

K
′
i(K−1

i (SRαi))
, (4.2.3)

tenemos

I11,t =
∫
S≤2

ψ(S)ljki(K−1
i (SRαi))lj−1 RαidS

ki(K−1
i (SRαi))

=
∫
S≤2

ψ(S)ljRαiki
(
K−1
i (SRαi)

)lj−2
dS.

Por otra parte

I11,x =
∫

Ωi1
ψ

(
|x|
SR

) ∣∣∣∣∣∆αi

(
ψ

(
|x|
SR

))∣∣∣∣∣
lj−1

dx.

De la definición de ∆α dada en [14] se desprende que

∆αψ(ax) = aα(∆αψ)(ax).

Entonces

I11,x =
∫
|x|
SR
≤2
ψ

(
|x|
SR

) ∣∣∣∣∣(∆αiψ)
(
|x|
SR

)
· 1
SαiRαi

∣∣∣∣∣
lj−1

dx.

Haciendo el cambio de variable

z = x

R
, dx = Rddz, (4.2.4)

obtenemos

I11,x =
∫
|z|≤2S

ψ

(
|z|
S

) ∣∣∣∣∣(∆αiψ)
(
|z|
S

)∣∣∣∣∣ Rddz

Sαi(lj−1)Rαi(lj−1)
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= Rd

(SR)αi(lj−1) = c Rd−αi(lj−1).

Por lo tanto
I11 = c

∫
S≤2

ψ(S)ljRd−αilj+2αiki
(
K−1
i (SRαi)

)lj−2
dS,

donde c es una constante positiva. Ahora trabajemos con

I12 =
(∫

Ωi1
fi1(x)ljdx

)∫
Ωi2

fi2(t)
∣∣∣∣∣ ∂∂tfi2(t)

∣∣∣∣∣
lj−1

dt

 .= I12,xI12,t.

Vemos que

I12,t =
∫

Ωi2
ψ

(
Ki(t)
Rαi

) ∣∣∣∣∣ ∂∂tψ
(
Ki(t)
Rαi

)∣∣∣∣∣
lj−1

dt

=
∫
Ki(t)
Rαi

≤2
ψ

(
Ki(t)
Rαi

) ∣∣∣∣∣ψ′
(
Ki(t)
Rαi

)
ki(t)
Rαi

∣∣∣∣∣
lj−1

dt.

Haciendo el cambio de variable (4.2.3)

I12,t =
∫
S≤2

ψ(S) |ψ′(S)|lj−1
∣∣∣∣∣ki(K

−1
i (RαiS))
Rαi

∣∣∣∣∣
lj−1

RαidS

ki(K−1
i (RαiS))

= Rαi−αi(lj−1)
∫
S≤2

ψ(S) |ψ′(S)|lj−1
ki
(
K−1
i (RαiS)

)lj−2
dS.

Así mismo

I12,x =
∫
|x|
RS
≤2
ψ

(
|x|
RS

)lj
dx =

∫
|z|≤2

ψ(|z|)ljRddz = Rd
∫
|z|≤2

ψ(|z|)ljdz = Rd,

donde se hizo el cambio de variable (4.2.4). Entonces

I12 =
∫
S≤2

ψ(S) |ψ′(S)|lj−1
Rd+2αi−αiljki

(
K−1
i (RαiS)

)lj−2
dS.

Haciendo el cambio de variable

t = RαiS, dS = R−αidt, (4.2.5)

vemos que se cumple la hipótesis (i). Así, el resultado es consecuencia inmediata de
que ψ tiene pendiente acotada, es decir, ||ψ′||∞ <∞.
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II: Aplicando una vez la desigualdad de Young

A ≤ lj

∫
Ωi1

∫
Ωi2

(ui(t, x))
(
ki(t)fi2(t)ljfi1(x)lj−1|∆αi(fi1(x))|

)
dtdx

≤ lj

∫
Ωi1

∫
Ωi2

{
ε|ui(t, x)|pj + c(ε)

(
ki(t)fi2(t)ljfi1(x)lj−1 |∆αi(fi1(x))|

)pj}
dtdx

= ljε
∫

Ωi1

∫
Ωi2
|ui(t, x)|pjdxdt

+ ljc(ε)
∫

Ωi2

∫
Ωi1

ki(t)pjfi2(t)ljpjfi1(x)(lj−1)pj |∆αi(fi1(x))|pj dxdt, (4.2.6)

y aplicando una vez la desigualdad de Hölder

B ≤ lj

(∫
Ωi3

∫
Ωi1
|ui(t, x)|pjdtdx

)1/pj

×

∫
Ωi1

∫
Ωi2

fi1(x)ljpjfi2(t)(lj−1)pj

∣∣∣∣∣ ∂∂tfi2(t)
∣∣∣∣∣
pj

dxdt

1/pj

. (4.2.7)

Nótese que Ωi3 =
{
t : 1 ≤ Ki(t)

Rαi
≤ 2

}
; esto es debido a que la derivada de ψ es cero

cuando t < 1.
Además, nótese que Ωi3 → ∅, cuando R ↑ ∞; en efecto, basta escribir

Ωi3 = {t : Rαi ≤ Ki(t) ≤ 2Rαi} .

(Observe que esto es evidente cuando Ki(∞) < ∞). Por lo tanto, la integrabilidad de
|ui(t, x)|pj implica que∫

Ωi3

∫
Ωi1
|ui(t, x)|pjdtdx −→ 0, cuando R→∞.

Así, hay que trabajar con el término (4.2.7); es decir∫
Ωi1

∫
Ωi2

fi1(x)ljpjfi2(t)(lj−1)pj

∣∣∣∣∣ ∂∂tfi2(t)
∣∣∣∣∣
pj

dxdt

1/pj

=
∫

Ωi2
fi2(t)(lj−1)pj

∣∣∣∣∣ ∂∂tfi2(t)
∣∣∣∣∣
pj

dt

1/pj (∫
Ωi1

fi1(x)ljpjdx
)1/pj

.= II2,tII2,x.
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Trabajaremos primero con

II2,t =
∫

Ki(t)
Rαi

≤2
ψ

(
Ki(t)
Rαi

)(lj−1)pj ∣∣∣∣∣ψ′
(
Ki(t)
Rαi

)
ki(t)
Rαi

∣∣∣∣∣
pj

dt

1/pj

.

Con el cambio de variable (4.2.3) obtenemos

II2,t =
(∫

S≤2
ψ(S)(lj−1)pj |ψ′(S)|pj ki(K

−1
i (RαiS))pj
Rαipj

dS

)1/pj
.

Podemos tomar ||ψ′||∞ ≤M (acotada)

II2,t ≤ c R−αi
(∫

S≤2
ki(K−1

i (RαiS))pjdS
)1/pj

,

donde c es una constante positiva.

Con el cambio de variable (4.2.5) resulta

II2,t ≤ c R−αi
(∫ 2Rαi

0
ki(K−1

i (t))pjR−αidt
)1/pj

= c R−αi−αi/pj
(∫ 2Rαi

0
ki(K−1

i (t))pjdt
)1/pj

.

De igual forma, procedemos con el término

II2,x =
∫

|x|
SR
≤2
ψ

(
|x|
SR

)ljpj
dx

1/pj

.

Haciendo el cambio de variable

z = x

SR
, dx = SdRddz, (4.2.8)

obtenemos

II2,x =
(∫
|z|≤2

ψ(|z|)ljpjSdRddz

)1/pj
= (SR)d/pj

(∫
|z|≤2

ψ(|z|)ljpjdz
)1/pj

= c (SR)d/pj .

De este modo

B ≤ c

(∫
Ωi3

∫
Ωi1
|ui(t, x)|pjdtdx

)1/pj
R

d
pj
−αi−

αi
pj S

d
pj

(∫ 2Rαi

0
ki(K−1

i (t))dt
)1/pj

.
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De la hipótesis se sigue que B → 0, cuando R→∞.

Así, el único término que sobrevive es el término A. De (4.2.2) y (4.2.6) resulta
∫
Rd
ϕi(x)dx−

∫ ∞
0

∫
Rd
hi(t)|uj(t, x)|pidtdx

≤ ljε
∫ ∞

0

∫
Rd
|ui(t, x)|pjdxdt

+ ljc(ε) lim
R→∞

∫
Ωi2

ki(t)pjfi2(t)ljpjdt
∫

Ωi1
fi1(x)(lj−1)pj |∆αi(fi1(x))|pj dx

(4.2.9)

.= ljε
∫ ∞

0
‖ui(t)‖pjpj dt+ ljc(ε) lim

R→∞
II1,tII1,x.

Evaluamos

II1,t =
∫
Ki(t)
Rαi

≤2
ψ

(
Ki(t)
Rαi

)ljpj
ki(t)pjdt,

haciendo uso del cambio de variable (4.2.3), resulta

II1,t =
∫
S≤2

ψ(S)ljpjki(K−1
i (SRαi))pj Rαids

ki(K−1
i (RαiS))

≤
∫ 2

0
ki(K−1

i (SRαi))pj−1RαidS,

y con el cambio de variable (4.2.5) obtenemos

II1,t ≤
∫ 2Rαi

0
ki(K−1

i (t))pj−1dt.

Por otra parte, ahora trabajemos con

II1,x =
∫
|x|
SR
≤2
ψ

(
|x|
SR

)(lj−1)pj ∣∣∣∣∣∆αi

(
ψ

(
|x|
SR

))∣∣∣∣∣
pj

dx

=
∫
|x|
SR
≤2
ψ

(
|x|
SR

)(lj−1)pj ∣∣∣∣∣(∆αiψ)
(
|x|
SR

)
1

(SR)αi

∣∣∣∣∣
pj

dx.

Haciendo el cambio de variable (4.2.8),

II1,x =
∫
|z|≤2

ψ(|z|)(lj−1)pj |(∆αiψ) (|z|)|pj dz (SR)d−αipj

= c (SR)d−αipj .
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Así (4.2.9) es estimada por∫
Rd
ϕi(x)−

∫ ∞
0

∫
Rd
hi(t)|uj(t, x)|pidtdx

≤ ljε
∫ ∞

0

∫
Rd
|ui(t, x)|pjdxdt+ ljc(ε)c Sd−αipj lim

R→∞
Rd−αipj

∫ 2Rαi

0
ki(K−1

i (t))pj−1dt.

Las hipótesis implican que el segundo término de la derecha tiende a cero,∫
Rd
ϕi(x)−

∫ ∞
0

∫
Rd
hi(t)|uj(t, x)|pidtdx ≤ ljε

∫ ∞
0

∫
Rd
|ui(t, x)|pjdxdt,

haciendo ε ↓ 0, resulta∫
Rd
ϕi(x)dx−

∫ ∞
0

∫
Rd
hi(t)|uj(t, x)|pidtdx = 0.

El resultado es consecuencia de (4.1.7), tomando ε = 1 y βi = pi.
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Conclusiones

En este trabajo el sistema de ecuaciones considerado es de mayor complejidad respecto a
lo que se puede encontrar publicado actualmente en el tema, y se encontró que es posible
dar condiciones sobre los parámetros del sistema para describir los comportamientos
asintóticos positivo y cero en el decaimiento asintótico de la masa. Sin embargo, durante
el desarrollo del análisis se encontraron dos hechos que no fue posible validarlos debido
a la naturaleza compleja del fenómeno planteado. Estos fueron:

• El lema de comparación. Aunque es posible establecer este lema para las condi-
ciones del sistema analizado, su validez sólo puede asegurarse localmente en
t ∈ (0, τ); esto es porque el operador fraccionario tiene un caracter global y
no hay elementos para suponer que la relación uε < u se pueda extender en forma
global (ver (4.1.5)). La bibliografía disponible no menciona nada al respecto.

• La positividad de la solución. Como se mencionó durante el desarrollo del presente
trabajo, la positividad se basa fuertemente en el principio del máximo, el que,
siendo válido en ecuaciones diferenciales y para el Laplaciano ordinario, α = 2 (ver
[9]), no se cumple para el Laplaciano fraccionario. Igualmente, no hay información
disponible sobre la aplicación de este principio con un Laplaciano fraccionario.

Esto da pauta a trabajos posteriores para realizar una investigación más detallada en
otros campos, buscando información sobre el tema que pueda trasladarse al sistema
anómalo planteado. Adicionalmente, se presenta la oportunidad de analizar con pro-
fundidad un sistema ordinario (α = 2) para entender las condiciones por las que ambos
postulados son factibles en dichos sistemas.
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Anexo A

Espacios de Sobolev

Las ecuaciones diferenciales se definen en forma natural en los espacios vectoriales cono-
cidos como de Sobolev, por lo que se presenta una breve exposición de sus principales
características. Las notas están elaboradas con información tomada principalmente de
[5], en donde pueden encontrarse demostraciones y mayor información al respecto.

A.1 Antecedentes

Antes de definir los conceptos que nos permitan enunciar algunas de las propiedades
de los espacios de Sobolev asentamos algunos conceptos previos para facilitar su com-
prensión.

Espacio vectorial. Un espacio vectorial es una tercia (X,+, ·), o simplemente X,
donde X es un conjunto no vacío con dos operaciones algebraicas definidas sobre sus
elementos, llamados vectores: la suma vectorial (+) y el producto por escalar (·).

Espacio vectorial normado. Un espacio normado es un par (X, ‖ · ‖), donde X es un
espacio vectorial con una aplicación ‖ · ‖: X → R, llamada norma, con las propiedades
siguientes.

1. ‖ x ‖≥ 0,
2. ‖ x ‖= 0 ⇐⇒ x = 0,
3. ‖ αx ‖= |α| ‖ x ‖,
4. ‖ x+ y ‖≤‖ x ‖ + ‖ y ‖, (desigualdad del triángulo).

Se llama seminorma a la aplicación que cumple los puntos 1, 3 y 4. Las normas

65



A.2. Espacios de funciones

comúnmente utilizadas en este trabajo son,

‖ x ‖ .= max{|x| : x ∈ X}, (norma uniforme),

‖ x ‖p
.=
(∫

X
|x|pdx

)1/p
, p ∈ [1,∞), (norma p),

‖ x ‖∞
.= sup{x : x ∈ X} (norma infinita).

Si además para toda sucesión (xn) ∈ X que cumple que ||xm − xn|| → 0 si n,m→∞,
existe x ∈ X, tal que ||xn− x|| → 0, n→∞, entonces el espacio vectorial es completo.

Espacio de Banach. Es un espacio vectorial normado completo.

A.2 Espacios de funciones

Denotamos por Ω a un conjunto abierto en Rn.
Los espacios de funciones se denotan de acuerdo con

F d,n
m ,

donde

d es la derivabilidad de las funciones contenidas en el espacio,

n es la norma usual en F,

m indica una propiedad de las funciones del espacio.

Así, por ejemplo,

F 0 es el espacio de funciones f que no son derivables necesariamente,

F n espacio de las funciones f que son n veces derivables,

F∞ espacio de funciones derivables indefinidamente,

Fb espacio de funciones acotadas,

Fc espacio de funciones con soporte compacto (el conjunto cerrado y acotado

de x ∈ Ω donde f(x) no es cero; se denota como sop{f}),

F0 espacio de funciones con límite cero (se desvanecen en el infinito).

F n,p
b espacio de funciones acotadas, derivables n veces y evaluadas en la norma p.
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Pueden omitirse los índices si no son necesarios y siempre que esto no cause confusión
en el contexto de lo que se describe.

Clases de equivalencia. Son subconjuntos de Ω de la forma

[a] .= {b ∈ Ω : b ∼ a, a ∈ Ω},

donde ∼ es una relación de equivalencia (i.e., b y a son elementos con atributos o
propiedades similares). El conjunto formado por todas las clases de equivalencia en Ω,

Ω̃ .= {[a] : a ∈ Ω}

se denomina conjunto cociente. Toda clase de equivalencia induce una partición en Ω.

Espacios de Lebesgue Lp. Son espacios de Banach cuyos elementos son clases de
equivalencia de funciones medibles f : Ω → R tales que |f |p es integrable y su norma
es ‖ · ‖p.

Espacio L∞. Es un espacio de Lebesgue con p = ∞. En este caso se usa la norma
‖ · ‖∞ y se dice que las funciones en este espacio son esencialmente acotadas (por el
supremo esencial).

Espacio de Hilbert H. Es un espacio de Banach que es completo respecto a la norma
inducida por el producto escalar,

‖ v ‖ .=
√
〈v, v〉,

donde 〈·, ·〉 : Ω× Ω→ R es el producto escalar.
Para cualquier abierto Ω de Rn, el espacio L2(Ω) con el producto escalar

〈f, g〉 .=
∫

Ω
f g, f, g ∈ L2(Ω),

es un espacio de Hilbert.

Espacio de las funciones continuas C. Se dice que una función es puntualmente
continua en x0 ∈ Ω si, para cada (xn) ∈ Ω tal que xn → x0, se cumple que f(xn) →
f(x0), n→∞. Si esta condición se cumple para todo x ∈ Ω entonces se dice que f es
continua. Si Ω es compacto (cerrado y acotado) entonces f es uniformemente continua.

La norma usual en este espacio es la uniforme ‖ · ‖. El espacio C(Ω) tiene muchos
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subespacios importantes Cn
m(Ω). O bien el subespacio C∞c (Ω), que contiene funciones

de clase C∞ con soporte compacto en Ω; dicho subespacio es denso en Lp(Ω), es decir,
C∞c (Ω) = Lp(Ω).

Aproximación por convoluciones. Si g ∈ C∞c (Rn) y f ∈ Lp(R), entonces g ∗ f ∈
C∞(R) ∩ Lp(Rn). Escogiendo gk de manera adecuada, se obtiene una sucesión gk ∗ f
de funciones con soporte compacto que converge a f en Lp(Rn). Este producto es de
gran importancia en la solución de ecuaciones diferenciales parciales.

Sucesión regularizante. Una sucesión de funciones (ρk) se llama regularizante (o
tiene la propiedad de regularidad) si para todo k ∈ N se cumple que

ρk ∈ C∞c (Rn), ρk ≥ 0, sop(ρk) ⊂ B
n(0, 1/k),

∫
Rn
ρk = 1,

donde Bn es una bola cerrada en Rn. La sucesión regularizante estandar es

ρk(x) .= cknρ(kx),

donde c = (
∫
Rn ρ)−1 y

ρ(x) :=


exp

(
1

‖x‖2−1

)
, si ‖ x ‖< 1,

0, si ‖ x ‖≥ 1.

Si g ∈ C0
c (Ω) existe k0 ∈ N tal que ρk ∗ g ∈ C∞c (Ω) para todo k ≥ k0 y

lim
k→∞

‖ g − (ρk ∗ g) ‖p= 0, ∀p ∈ [1,∞].

A.3 Espacios de Sobolev W

Derivadas y soluciones débiles

Supongamos que vi ∈ L1
loc(Ω), i = 1, ..., n son las i-ésimas componentes de la derivada

de u ∈ L1
loc(Ω), donde el subíndice loc indica que u, vi son integrables localmente en un

subconjunto compacto de Ω. Se dice que vi es una derivada débil de u, denotada como
Diu := vi, si ∫

Ω
Di(ϕu) = 0, ∀ϕ ∈ C∞c (Ω).
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Esto es ∫
Ω
u(Diϕ) +

∫
Ω

(Diu)ϕ = 0,

o equivalentemente∫
Ω
u
∂ϕ

∂xi
+
∫

Ω
viϕ = 0, ∀ϕ ∈ C∞c (Ω), (A.3.1)

Si ϕ ∈ C∞c (Ω), entonces ϕu es débilmente diferenciable en Rn.
Si λ, µ ∈ R y u,w ∈ L1

loc(Ω), entonces λu+ µw es débilmente diferenciable y

Di(λu+ µw) = λDiu+ µDiw, ∀i = 1, ..., n.

La función característica 1(−∞,0) : R → R no es débilmente diferenciable en R. La
función ‖ x ‖p, con p+ n > 1, es débilmente diferenciable en Rn.

Las derivadas débiles son una herramienta muy útil en el estudio de las ecuaciones difer-
enciales en derivadas parciales, ya que permiten encontrar soluciones más fácilmente;
estas soluciones se llaman soluciones débiles. Si se encuentra que la ecuación diferencial
tiene una solución de este tipo, entonces se analiza si es diferenciable en el sentido usual
y si efectivamente satisface la ecuación.

Los espacios de Sobolev son espacios de Banach que contienen a C1
c (Ω) como subespacio

denso, y consiste de funciones en Lp(Ω) que tienen derivadas parciales débiles que
también son elementos de Lp(Ω). Esto es,

W 1,p(Ω) := {u ∈ Lp(Ω) : u es débilmente diferenciable en Ω,
Diu ∈ Lp(Ω), ∀i = 1, ..., n}.

La norma para u ∈ W 1,p(Ω) se define como

‖ u ‖W 1,p(Ω):=


(
‖ u ‖pp + ‖ D1u ‖pp + · · ·+ ‖ Dnu ‖pp

)1/p
, si p ∈ [1,∞),

máx{‖ u ‖∞ + ‖ D1u ‖∞ + · · ·+ ‖ Dnu ‖∞}, si p =∞.

Algunas características importantes son:

1. ρ ∗ u ∈ C∞(Rn) ∩W 1,p(Rn).
2. Para todo p ∈ [1,∞), C∞c (Rn) es denso en W 1,p(Rn) y su cerradura es el espacio
W 1,p

0 (Ω).
3. Si u ∈ C1

c (Ω), entonces u ∈ W 1,p
0 (Ω).
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4. H1
0 (Ω) := W 1,2

0 (Ω).

A.4 Un problema parabólico con condición inicial

Sea {U(s, t) : t ≥ s ≥ 0} una familia de evolución de operadores continuos en un
espacio de Banach Ω. Si {Pt : t ≥ 0} es una familia de operadores cerrados en Ω, con
dominio D(Pt), entonces se dice que {U(s, t) : t ≥ s ≥ 0} está asociada a la familia
{Pt : t ≥ 0} si

(a) U(s, t)Ω ⊂ D(Pt) para cada t ≥ s ≥ 0, y

(b) U(s, ·) ∈ C1 ((s,∞),Ω) , ∂U

∂t
(s, t) = PtU(s, t).

(A.4.1)

Así, la familia de operadores

U(s, t)f(x) =
∫
Rn
p(K(s, t), y − x)f(y)dy, x ∈ Rn, f ∈ Cb(Rn),

es una familia de evolución en Rn, donde p es la solución fundamental, ver Sección 2.1.3.

Proposición A.4.1. Sea ui una solución clásica de (1.2.1). Entonces ui es una solución
de la ecuación integral (1.2.2).

Demostración. Sean s ≤ t, x ∈ Rn,

gi(s, x) =
∫
Rn
pi(Ki(s, t), y − x)ui(s, y)dy.

Entonces

∂

∂s
gi(s, x) =

∫
Rn

[
∂

∂s
pi(Ki(s, t), y − x) ∂

∂s
Ki(s, t)ui(s, y)

+ pi(Ki(s, t), y − x) ∂
∂s
ui(s, y)

]
dy.

De (1.2.4) vemos que

K(s, t) =
∫ t

s
k(r)dr =

∫ t

0
k(r)dr −

∫ s

0
k(r)dr ⇒ ∂

∂s
K(s, t) = −k(s).

Entonces,

∂

∂s
gi(s, x) =

∫
Rn

[
− ∂

∂s
pi(Ki(s, t), y − x)ki(s)ui(s, y)
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+ pi(Ki(s, t), y − x) ∂
∂s
ui(s, y)

]
dy.

Sustituyendo (1.2.1) en el segundo integrando,

∂

∂s
gi(s, x) =

∫
Rn

[
−ki(s)

∂

∂s
pi(Ki(s, t), y − x)ui(s, y)

+ pi(Ki(s, t), y − x)
{
ki(s)∆αiui(s, y)− hi(s) |uj(s, y)|β

}]
dy,

=
∫
Rn
ki(s)

(
∆αi −

∂

∂s

)
pi(Ki(s, t), y − x)ui(s, y)dy

−
∫
Rn
hi(s)pi(Ki(s, t), y − x)|uj(s, y)|βdy.

Usando la Proposición 2.3.2, la primera integral del lado derecho es cero, así

∂

∂s
gi(s, x) = −

∫
Rn
hi(s)pi(Ki(s, t), y − x)|uj(s, y)|βdy.

Del teorema fundamental del cálculo, deducimos que
∫ t

0

∂

∂s
gi(s, x)ds = gi(t, x)− gi(0, x).

Entonces,

−
∫ t

0

∫
Rn
hi(s)pi(Ki(s, t), y − x)|uj(s, y)|βdy ds =

∫
Rn
pi(Ki(t, t), y − x)ui(t, y)dy

−
∫
Rn
pi(Ki(0, t), y − x)ui(0, y)dy

= u(t, y)−
∫
Rn
pi(Ki(0, t), ·)ϕ(y)dy.

donde usamos que
∫
Rn pi(Ki(t, t), y − x)ui(t, y)dy = u(t, x) por ser p(K(s, t), ·) una

unidad aproximada (ver Propiedad (ii) de Sección 2.1.3).
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